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TD n° 1

Logique

Exercice 1. Soient P, @ et R trois propositions, montrer que les propositions suivantes sont des tautologies.

1. P < (= (=P)) 8. (P=Q) < (-PVQ)
2. P (PVP) 9. (P& Q) <= (P=Q) A Q= P)
3. P < (PAP)
10. (= (PVQ)) <= (-PA-Q)
4. (PANQ) <= (QAP)
5. (PVQ) <> (QVP) 11. (= (PAQ)) <= (=PV-Q)
6. (PVQ)VR) « (PV(QVR)) 12. (~(P=Q)) = (PA-Q)
7. (PAQ)AR) < (PA(QAR)) 13. (P = Q) <= (~Q = —P)

Correction de 1’exercice 1.

1. P|-P \ ~(=P) \ P < (=(=P)) 4. PlQ|PrQlQapr| 09,
V| F 1% 174 vViv|] v 1% 1%
F|V F 174 V| F| F F 14

F|V| F F 1%

2. P|PVP|P <« (PVP) sl g . v
V| v 1%

[ - v 5. PlQ|pPve|Qvre| I8,
vViv|] v 1% 1%

3. P|PAP|P < (PAP) VIF| Vv 1% 14
V| Vv 1% FlV | Vv 1% 1%
F| F 1% F|F| F F 14

6. P|Q|R|PVQ|(PVQVR|QVR|PV(QVR) | (PVQ)VR) «— (PV(QVR))
vVivIiv] Vv 1% 1% 1% 174
V|IVI|IF| VvV 1% 1% 1% 174
V|IF|V]| VvV 1% 1% 1% 174
V|IF|F| VvV 1% F 1% 14
FlVvI V] Vv 1% 1% 1% 174
F|VI|F| Vv 1% 1% 1% 14
F|F|V| F 1% 1% 1% 174
F|F|F| F F F F 1%




(PAQ)AR) < (PN (QAR))

S =S

(PANQ)AR | PA(QAR)

(P=Q) <= (=PVQ)

~PVQ

-P

(P=Q)
= ((P=)r@=P))

(P=Q)NQ=P)

(=(PVQ) = (=PA-Q)

(=(PAQ)) <= (-PV-Q)

CP=Q) < (PA-Q)

-Q

-Q

(P=Q) < (-Q=-P)

-P

-P

- (PVQ)

~(PAQ)

~(P=Q)

-Q = P

-P

-Q

PIlQ|R|PAQ| QAR

7.

PlQ|P=Q

PlQ|PeQ|P=Q|Q=P

9.

PlQ|PvVQ

10.

P|lQ|PAQ

11.

PlQ|P=Q

12.

PlQ|P=Q

13.




Exercice 2. Les propositions suivantes sont-elles des tautologies ?
1. - (P=Q) < [(PAQ)V Q] 3. (P=(Q@=R) < (PNQ)=R)
2. (PAN-P)=[(QVR)= (R= —P)

Correction de 1’exercice 2.

1. PlolP=q|-P=@|Pre|-Q|PrQv-Q|-(P=qQ) «= (PrQV-Q
ViV V F \%4 F v F
V| F F v F v 1% \%
F\|V %4 F F F F \%4
F | F V F F v v F
Donc la proposition = (P = Q) < [(P A Q) V —Q] n’est pas une tautologie.
(PA-P)
2. P|Q|R|~P|PA-P|QVR|R=-P|(QVR)=(R=-P)| _lqumsnsp)]
viv v | F F 1% F F \%
V| V|F| F F 1% Vv 1% Vv
VIF |V | F F \% F F \%
V|F|F| F F F 1% \% \%
F|lV |V |V F Vv v 14 Vv
FIVI|IF |V F V |4 |4 V
FlF|V |V F \% \% \% |4
F|\F|F |V F F 1% 1% \%
Donc la proposition (P A =P) = [(Q V R) = (R = —P)] est une tautologie.
3. PlQ|R|Q=R|P=@Q=R|PrQ|PrQ =R ngg%)
ViV |V v \% \% v \%
VIV |F F F \% F %
VIF|V 1% Vv F Vv Vv
VIF|F v V F v \%
FlVvV |V v \% F v \%
FlV | F F %4 F v %
F|F |V Vv Vv F Vv Vv
F|F|F v \% F v \%

Donc la proposition (P = (Q = R)) <= ((P A Q) = R) est une tautologie.
Exercice 3. Soit P:Vz € R, 2z + 1 < V422 + 4x + 5. La proposition P est-elle vraie ou fausse ?

Correction de 1’exercice 3.

Supposons =P :

dr eR, Vd4z2 +4x+5<2x+1

Donc
0< V4zr?2 +4x2+5
Par transitivité, on en déduit que
O0<2x+1



Donc en appliquant la fonction carrée a chaque membre on a
4o 44z +5<4a? +4x+1
Ainsi on obtient

<1

Or par définition, 1 < 5 est vraie, donc la négation 5 < 1 est fausse, donc —P est fausse, ce qui revient a dire que

P:Vz eR, 2z +1<V4z2 + 42 + 5 est vraie.

Exercice 4. Soit b € R. On considére 'assertion "’équation 22 + bz + 1 = 0 admet deux solutions réelles".

1. Que peut-on dire de cette phrase ? (vraie, fausse, on ne peut pas répondre...).

2. Que dire si on avait I’équation 22 + bz —1 =07

Correction de 1’exercice 4.

1. Pour que cette phrase soit vraie, il faut qu’elle soit 2. Vérifions l'assertion a ’aide du calcul du discri-
vraie pour tous les réels b. Pour b = 0 on obtient minent A du polynéme z2? +bx — 1 :
I’assertion : A= —4x1x (—1)
I’équation 22 +1 =0 =244
admet deux solutions réelles Or
Ce qui revient a dire >0 et 4>0
léquation 22 = —1 Donc
admet deux solutions réelles 24+4>0

Or un nombre réel élevé au carré est toujours positif Dot

donc cette équation n’admet pas de solution réelle. A0

Donc l'assertion est fausse.

Donc Passertion suivante est vraie.
I'équation 22 +bx —1 =10

admet deux solutions réelles

Exercice 5. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1.VzeR, si xz+1=0 alors z=1louzxz=-1
2. Vx eR, si x<2 alors z<2.

3. Vx eR, si x<2 alors z<2.

4. Ve eR, si z(x—1)=0 alors z=1etz=0.
5.V €R, pourque z=1 ilsuffitque 22=1.
6. VxcR, pourque z=1 il fautque z?>=1.
7.Vz €R, pour que xz>1 ilsuffit que 22> 1.
8. Vx € R, pour que 3x<0 ilsuffitque x> -3.
9. Vx € R, pour que 3x <0 ilsuffit que =z< -3.

10. Vz € R, pour que x< —2 ilfautque —2x+1<5.



Correction de 1’exercice 5.

1. Soit x € R tel que

r+1=0

alors

donc

r=1 ou r=-—1

Donc la proposition est vraie.

. Soit x = 2. Donc

r <2

Mais comme z = 2, donc x < 2 est faux et donc la

proposition est fausse.

. 2 =1 est une condition suffisante de l'implication.
La proposition peut donc se formuler de la facon

suivante
VeeR, siz?=1alorsz=1
Supposons que £ = —1. On a
P=rxz=-1x(-1)=1
Donc par transitivité de ’égalité on a
=1
D’apres la proposition, on a alors
r=1
D’apres ’hypotheése x = —1, on a donc
z=—1 et r=1

Autrement dit

-1=1

ce qui est absurde. Donc la proposition est fausse.

2. Soit x € R. Si

T <2
alors
<2 ou r=2
donc par définition
<2

Donc la proposition est vraie.

. Supposons x € R tel que

si z(x—1)=0 alors z=1 e x=0

Donc

l=2=0
Par transitivité de ’égalité on a
1=0

ce qui est absurde. Donc la proposition est fausse.

. 22 =1 est une condition nécessaire de I'implication.

La proposition peut donc se formuler de la fagon

suivante
VzeR, siz=1alorsaz?=1
Soit = 1. En calculant la valeur de 22, on a
P=rxzr=1x1=1
Donc par transitivité de I’égalité on a

22 =1

Donc la proposition est vraie.



7. 22 > 1 est une condition suffisante de I'implication.

La proposition peut donc se formuler de la fagon

suivante
Ve eR, siaz?>1alorsz>1
Supposons x = —2. On a
P?=rxzx
=-2x(-2)
=4

Donc par transitivité de 1’égalité on a
22 =4

Comme 4 > 1 on a bien
2> 1

D’apres la proposition on a alors
z>1

Par hypotheése, x = —2 donc

-2>1

ce qui est absurde. Donc la proposition est fausse.

. x© < —3 est une condition suffisante de 'implication.
La proposition peut donc se formuler de la facon

suivante
VreR, siz< —3alors3z <0
Soit x € R tel que

T < -3

Alors en multipliant par 3 chaque membre de I'in-
égalité on a

3r < —9

Or —9 < 0, donc par transitivité de la relation

d’ordre strict, on a

3z <0

Donc la proposition est vraie.

8.

10.

x > —3 est une condition suffisante de 'implication.
La proposition peut donc se formuler de la fagon

suivante
VreR, siz>—-3alors3z <0
Supposons que & = 1, on a bien
> -3
D’apres la proposition, on a donc
3z <0

Or, en calculant la valeur de 3z, on a

3r=3x1

=3
On obtient finalement que
3<0

ce qui est absurde. Donc la proposition est fausse.

—2x + 1 < 5 est une condition nécessaire de I'impli-
cation. La proposition peut donc se formuler de la

fagon suivante
VreR, siz<—2alors —2x+1<5
Supposons £ = —3, on a bien
< =2
D’apres la proposition, on a alors
—2r+1<5

Or, par 'hypothese z = —3, on a

2 +1=-2x(-3)+1

=7

Donc

7<5

ce qui est absurde. Donc la proposition est fausse.



Exercice 6. Traduire les propositions suivantes en utilisant "il faut" ou "il suffit". Préciser dans quel cas on peut
remplacer le "si alors" par "si et seulement si'.

1. V2 €R, si =2 alors 22=4. 3.VzeR*, si 1>0 alors z>0.

2.V eR, si <2 alors z+3<5.

Correction de 1’exercice 6.

1. Traduction de la proposition en utilisant "il faut" ou "il suffit" :
Vz € R, pour que x=2 ilfautque 2°=4.
Vz € R, pour que 22=4 ilsuffit que x=2.
La réciproque est fausse car x peut étre égale & —2. Donc on ne peut pas remplacer le "si alors" par "si et
seulement si'.
2. Traduction de la proposition en utilisant "il faut" ou "il suffit" :
VreR, pourque z<2 ilfautque z+3<5.
Vx € R, pourque x+3<5 ilsuffitque z<2.

Dans cette proposition, on peut remplacer le "si alors" par "si et seulement si".

En effet, soit x € R. Si Et réciproquement, si
<2 r+3<5H
en additionnant chaque membre par 3 on obtient en effectuant une soustraction par 3 de chaque
x+3<5 membre on obtient
xr <2
3. Traduction de la proposition en utilisant "il faut" ou "il suffit" :
Vr € R*, pour que % >0 il faut que x> 0.
Vr € R*, pourque x>0 ilsuffit que % > 0.
Dans cette proposition, on peut remplacer le "si alors" par "si et seulement si".
En effet, soit x € R*. Si Et réciproquement, si
1
- >0 x>0
x
en multipliant chaque membre par z? on obtient comme x # 0, en multipliant chaque membre par
%z on obtient
1
x>0 ->0
x

Exercice 7. Pour quelles valeurs du nombre réel x la proposition suivante est-elle vraie ?

(22° + 52— 12 <0) V (2° + 3z +2 > 0)



Correction de 1’exercice 7.

1l suffit de déterminer les racines de chaque polynome pour en déduire les ensembles de solutions de chaque inéquation

et de faire la réunion des solutions.

Soit Py (x) = 222 + 5z — 12. Le discriminent A; de Py

est
Ay =52 —4x2x(-12)
=25+96
=121
Donc
Al >0

Donc P; admet deux racines réelles :

-5 — VA

RS RV et =
=5 —121 _ =5+11
o 4 !
511 3
T4 T2

— 4

Le coefficient dominant de P; est 2 qui est stricte-
ment positif. On en déduit ’ensemble de solution S;

de I'inéquation 222 4+ 52 — 12 < 0 :

3
T €S = xe}—4;2{

Soit P () = 22 + 3x + 2. Le discriminent Ay de P,

est
Ay =32 —4x1x2
=1
Donc
Ay >0

Donc P, admet deux racines réelles :

-3 —VAy -3+ VAy

= Ty et = ooy
_-3-V1 341
o 2 T2
—3-1
= :—1
2
-9

Le coefficient dominant de P, est 1 qui est stricte-
ment positif. On en déduit I’ensemble de solution S

de I'inéquation 22 +3z +2 > 0 :

x €8y < x€]|—00; —2[U]-1;400]
Finalement la proposition

(22° + 52— 12 <0) V (¢° + 3z +2 > 0)

est vraie si  est solution de 222 4+ 5z — 12 < 0 ou si z

est solution de 2 + 3z + 2 > 0. Donc
T €5 ou T € Sy
Autrement dit

xe}—él;

N W

[U]—oo;—2[u]—1;—|—oo[

Donc

reR

La proposition
(22° + 52— 12 < 0) V (z° + 3z +2 > 0)

est vraie pour toutes les valeurs du nombre réel x.

Exercice 8. Parmi les propositions suivantes, lesquelles sont vraies ?

1. VzeR), (z=lz|Vae=—]|z|).
3. (a) (VzeR)(FyeR) ; (y<a?).
() Gy €R) (v € B) ; (y<2?),

2. VzeR, z=|z])V(Vz e Rz = —|z|).
4. (a) Bz eR)(VyeR) ; (y <2?).
(b) (Vy eR)(3z eR) ; (y < a?).



Correction de 1’exercice 8.

1. Pour tout nombre réel z, la valeur absolue de x

(notée |z|) est définie par :

r siz>=0
T

—x siz<0

Le raisonnement se fera par disjonction de cas :

Premier cas : | soit x > 0. Donc

|z| =«
Autrement dit
x = |z ou x = —|x|
Donc la proposition
(Ve eRy), (z=lz[Va=—lz])

est vraie.

Deuxiéme cas : ‘ soit z < 0. Donc

|z] = —x
2. Supposons que
Ve e R, z = |z
Soit « = —1. Par hypothese, on a
1=
Par définition de la valeur absolue, on a
2] = -1 =1

Donc

-1=1
Ce qui est absurde. Donc ’hypothese
Ve e R, z = |z

est fausse.

10

Ce qui est équivalent a
— |zl ==
Autrement dit
x = |z ou x=—|x|
Donc la proposition
(Vz GRi), (x=lz|Ve=—|z|)

est vraie.

Finalement par disjonction de cas, on a les proposi-

tions
(VeeR.), (z=la|Va=—|)

et
(VzeRY), (z=lz|Vae=—|z|)

qui sont vraies. Donc la proposition
(Ve €R), (v=I2|Va=—lal)
est vraie.

Supposons que
Ve eR, z=—|z|
Soit & = 1. Par hypothese, on a
1=-1]
Par définition de la valeur absolue, on a
2] = 1] =1
Donc
1=—]1]=-1
Ce qui est absurde. Donc I’hypothese
Ve eR, z=—|z|

est fausse.



Finalement, la proposition Donc

2?4+1<a?+1
(Vz €R, z=[z]) V(Vz € R,z = — |=|)

Ce qui est absurde. On en déduit donc que la
est fausse.
proposition est fausse.
3. (a) Soit z € R et posons y = x2. On a bien y € R.
(b) 1l est possible de faire un démonstration plus

De plus
simple par disjonction de cas. Cependant, voici
_ .2 2
y=z"<x
une démonstration direct.
Donc Soit y € R et posons x = y + 1. On a bien
y < x € R. De plus
. . 1\ 2
Donc la proposition est vraie. 0< <y + 2>
(b) Posons y = —1 et soit x € R. On a
Et
2 1\?
Donc Donc
y <z’ 0<y’ +y+1
Donc la proposition est vraie Vz € R. En ajoutant y a chaque membre on obtient

4. (a) Supposons que )
y<y +2y+1

Jz €R) (Vy € R) ; (y < 22
( )( ) ( ) Par identité remarquable on a

Supposons donc un tel z réel tel que

y<(y+1)?
(Vy eR) ; (y <a?)
D’ou
Donc en particulier pour y = 22 + 1 on a y < z?
P H+l=y<t<a®+1 Donc la proposition est vraie.

Exercice 9. On considére cinq propositions P, Q, R, S et T'.
On suppose que P = (Q A R) et (RV S) = T sont deux propositions vraies. Peut-on en déduire que P = T est

vraie ?

Correction de 1’exercice 9.

Par hypothese, on a qui est vraie. Par hypothése, on a
P=(QAR) (RVS)=T
qui est vraie. Par définition de la conjonction, on a qui est vraie. Finalement par transitivité de I'implica-

tion, on a la proposition
(QAR)=R
P=T

qui est vraie. Par définition de la disjonction, on a

qui est vraie.

R= (RVS)

11



Exercice 10. Pour tout entier naturel a, on définit les propositions :

P(a) : (Vz€R, 2°+2ax+8>0)= (V2 €R, 2*+22+3>4),

Qa) : VzeR, (2°+2ax+8>0=2>+22+3>a).

1. Montrer que la proposition P (a) est vraie quel que soit I’entier naturel a.

2. La proposition @ (a) est-elle vraie quel que soit ’entier naturel a ?

Correction de 1’exercice 10.

1. Soit a € N. Donc la proposition On en déduit que
Vr € R, 22 +2ax+8>0 a® <8
a une valeur de véracité différente selon les valeurs Donc
de a car 22 + 2ax + 8 est un polynoéme. —2v/2 <a< 2v2

Supposons que -
Donc la proposition

2
+2ax+82=20
o @ Vo € R, 22+ 2x+8>0

Donc le discriminent A du polynoéme est négatif.
POLy & est vraie si a € [—2\/5;2@ NN, donc si a €

Autrement dit o )
{0; 1; 2}, et par principe du tiers exclu, elle est fausse

(2a)° —4x1x8<0 si a € N\ {0;1;2}, donc si a € [3;4o0].

Raisonnons par disjonction de cas.

a € {0;1;2}. Donc la proposition
Ve eR, 22 +2ax+8>0

est vraie.

Alors, on cherche & savoir si (Vo € R, 2% + 2z + 3 > a) est vraie. Autrement dit, si
2 4224+3—-a>0

est vraie.

Déterminons les discriminants Ay, As et Az des polynomes respectives suivant

22 4+22+3 22422+ 2 22+ 20 +1

A =22 -4x1x3 Ay =22 —4x1x2 A3 =22 —-4x1x1
= -8 =4 =0

A <0 Ay <0 Az <0

Comine les coefficients dominants de z2 + 2z + 3; 22 + 22 + 2 et 22 4+ 22 + 1 sont positifs, on en déduit que

224+2x+3>0 22424220 22 +224+1>0

12



On a donc

(VJ:E]R, x2+2x+3>a)

qui est vraie.

Finalement on a montré que dans le cas ot a € {0;1;2} on a
(VmER, x2—|—2ax—|—8>0) = (VxER, x2+2x+3>a)

qui est vraie.

Deuxieéme cas : ‘ a € [3;+0o0]. Donc la proposition

Vz €R, 2% +2ax+8>0

est fausse. Dans ce cas, par définition de I'implication, quel que soit la valeur de véracité de la condition

nécessaire, la proposition
(VxE]R, m2+2a:r+8>0) = (VwER, x2—|—2x+3>a)

est vraie.
En conclusion : si a € {0;1;2}, P (a) est vraie et si a € [3; +o0], P (a) est vraie. Donc P (a) est vraie quelque

soit 'entier naturel a.

. Soient a =2 et x = —1. On a bien

2+ 2z +8= (-1 +2x2x (-1)+8

=520
Déterminons la valeur de 22 + 2z + 3 :

2?2 +22+3=(-1)"+2x(-1)+3

=0<2=a

Donc 22 4 2z + 3 > a est faux.
Par définition de 'implication, on en déduit que @ (a) n’est pas vraie quel que soit entier a.

Cest-a-dire que @ (a) est fausse pour au moins une valeur de V'entier a.

13



TD n° 2

Ensembles

Exercice 1. Ecrire de différentes maniéres les ensembles suivants :

1. L’ensemble des nombres naturels non nuls et inférieurs ou égaux a 5.

2. L’ensemble des entiers naturels plus petits que 45 et qui sont des carrés des entiers naturels.
3. L’ensemble des entiers naturels, diviseurs de 70.

4. L’ensembre des réels non nuls dont le carré est inférieur ou égal a 36.

Correction de 1’exercice 1.

1. L’ensemble des nombres naturels non nuls et inférieurs ou égaux a 5 s’écrit

{nombres naturels non nuls et inférieurs ou égaux 4 5} = {n € N | n #0 et n < 5}
={neN|n#0}n{neN|n<<5}
=N*"Nn{0;1;2;3;4;5}
= {1;2;3;4;5}

= [1;5]
2. L’ensemble des entiers naturels plus petits que 45 et qui sont des carrés des entiers naturels s’écrit

{ entiers naturels plus petits que 45 } _ {n eN ‘ n<45et Ik € N k2 _ n}
= < , =

et qui sont des carrés des entiers naturels
={neN|n<45}n{neN|3keN, k*=n}
= [0;45] N {k* | k € N}
= [0;45] N ({02; 12,22,32,4%,5%,62} U {k? | k € N\ [[0;6]]})
= [0;45] N ({0;1;4;9;16;25;36}U {k* | k e [7; +oo[[})
- ([[0;45]] N{0:1;4;9; 16;25;36}) u ([[0;45]] N {k | ke [7; +oo[[})
= {0:1;4;9; 16;25; 36} U @

={0;1;4;9;16;25; 36}
3. L’ensemble des entiers naturels, diviseurs de 70 s’écrit

{entiers naturels, diviseurs de 70} = {d € N | 3k € N, 70 = dk}
={deN|3keN, 2x5x7=dk}
={2' x5 x 7" | i€ {0;1},5j € {0;1} ,k € {0;1}}
= {2%x5°x 705 2 x5 x 705 29 x 5 x 705 2! x 5! x 70 ;
20%x 5% x 7y 28 x50 x 7h; 29 x5 x 7h 28 x5! x 71}
={1;2;5;2x5;7;2x7;5x7;2x5xT7}

={1;2;5;7;10; 14; 35; 70}

14



4. L’ensembre des réels non nuls dont le carré est inférieur ou égal a 36 s’écrit

réels non nuls dont le carré\| _ *
{ est inférieur ou égal a 36 } ={z€R

z® < 36}

:{meR*

z® — 6% <0}
={zxeR*|(x—6)(z+6) <0}
(Jc—620 et x4+6< )

0
=<{zcR*
ou (x—6<0 ot x+6>0)

{xeR* 2—6>0 et z+6<0}u{xeR*

2—6<0 et x+6>o}

:{xGR* z>6 et ngG}U{:EGR*

<6 et x276}

ZQU{xGR*

—6<x<6}

[—6;0[U]0; 6]

Exercice 2. Comparer par I'inclusion ou ’égalité, les ensembles suivants :

A={1;2;3} B={z|z€Z,1<2<3}
C={zeN|(@2z-1) (2> —5z+6) =0} D={zeN]| (z—1)(2*> -5z +6) =0}
E ={3;2;2} F=1{3;2;1;2;1;3}

Correction de ’exercice 2.
Dans I’écriture par extension d’un ensemble, 'ordre des éléments est sans importance et la répétition d’éléments entre

les accolades ne modifie pas ’ensemble. On a donc

A=1{1;2;3} B={z|z€Z1<z<3}
C={zeN|(@2z-1) (2> —5z+6) =0} D={zeN]|(z-1)(2*> -5z +6) =0}
E ={2;3} F=1{1,2;3}
G =1{1,2;3}
L’ensemble B peut étre noté en extension : I'équation (2z — 1) (z? — 5z + 6) = 0 dans N :
B={z|z€Z,1<z<3} zeC
={zx|z€Z e 1<x<3} — (2z—-1)(2>—52+6) =0 et z €N
={zxeZ|1<x<3} <=>(2x—1=0 ou x2—5x+6=O) et x€N
1
={1;2;3} = (x:§ et xEN)

ou (Jc2—5x—|—6:0 et xEN)
Pour I'ensemble C, il faut résoudre

< T E€J ou (x2—5x—|—620 et xeN)

— 22 -524+6=0 et z€N

Déterminons le discriminant A du polynéme 22— 52 +6:

A= (-5)7—4x1x6
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=1

Donc A > 0 et le polynéme possede deux racines :

= (-5)-V1
- 2x1

—(=5)+V1
et x2:7(2>)<1

Ainsi, la forme factorisé de I’équation est

(x—2)(z-3)=0

On a donc

z€C <= (x—2=0ou 2—3=0) et €N
< (r=2 ou z=3) et z€N
<~ zx€{23} et z€N
— z€{2;3} NN

— z€{2;3}

On en déduit que

C=1{2;3}

On peut utiliser les résultats de I’ensemble C' pour déterminer 1’écriture en extension de ’ensemble D :

€D < (z—1)(2*> —52+6) =0 et 2€N

<= (x—le ou x2—5x+6=0) et €N

<= (le et xEN) ou (Jc2—5m+6:0 et xEN)

<— z€{l} ou z€{2;3}

— ze{l;2;3}

On a

A=1{1;2;3} B ={1;2;3}

E=1{2;3} F=1{1;2;3}

C=1{2;3} D ={1;2;3}

G=1{1;2;3}

Et finalement on compare par I'inclusion ou I’égalité les ensembles

C=FECA=B=D=F=G

Exercice 3. Soient A =]—00;3], B =]-2;7[ et C =]—5;+00[ trois partie de R. Déterminer

ANB AUB
R\ A A\ B
R\ (AU B) (ANB)U(ANC)
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Correction de 1’exercice 3.

ANB=]—00;3]N]-2;7] AUB =]—00;3|U]-2;7]
={zeR|-o<z<3N{zeR|-2<z<T} ={reR|-o<z<3 ou —2<x<T7}
={reR|-co<z<3 et —2<<T7} ={reR| —0o<z<T}
—{zreR|-2<z<3} = ]—00; 7]
=]-2;3]

BNC =]-2;7[N]-5;+o0| BUC =]-2;7[U]-5; +o0]
=1-2;7] = ]=5;+oo]
R\A={z|zeR et = ¢]—o0;3|} A\ B =]—-00;3]\]-2;7]
={zlzeRin{z|z¢]-003} = ]—o0; —2]

=]—o0;oo[N{z | x €]3;+o0[}

= |—00; +00[ N ]3; +00]

=]3; +o0]
(R\ 4)N R\ B) =3 +o0[n (R\]-2;7() R\ (AUB) =R\ ]-o0; |
=]3;4+00] N (]—oo; 2| U 7; +oo[> = [7; +o0]

— (13:+00] N]—00; =2]) U (135 +00] N 75 +00])
=gU (]3, +oo] N [T7; —i—oo[)

=]3; +00] N [T; +00[

= [7;+o0|
(ANB)U(ANC) =]-2:3] U (]—00;3} n]-5: +oo[) AN(BUC) =]—00;3] N]—5; +00]
=]-2;3]U]-5;3] =1]-5:3
= ]-5;3]

Exercice 4. Justifier les énoncés suivants.

1. Soient F un ensemble, A et B deux sous-ensembles de E. Si A est inclus dans B, alors le complémentaire de B

dans F est inclus dans le complémentaire de A dans F.

2. Soient E un ensemble, A et B deux sous-ensembles de E. Si A et B sont disjoints, alors tout élément de F est

dans EEA ou [:EB
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Correction de 1’exercice 4.

1. Supposons que A C B. On a 2. Supposons que AN B =@. On a
r€lgB = xc{ycE|y¢ B} r€FE = x€A ou xe€lgA
= zve{yeE|y¢ AC B} = z€ANE ou z€lpgA
= xe{yeE|yd¢ A} — € AN (BUCgB) ou z€lpA
— zeclgA — z€(AnB)U(ANnCgB)
ou zelgA
On en déduit que
:xe@U(AﬁEEB) ou zelgA
CpBclpA — 2 ANCgB ou ze(lgA
— z€ (AnCgB)uUlpA
— z€ (AUCgA) N (CeBUCLEA)
= z€ EN(CgBUCgA)
— zelpBUlzA
— z€lgB ou z€lz4

Donc tout élément de E est dans CgA ou CxB.

Exercice 5. Soient E un ensemble, A un sous-ensemble de E. Déterminer les ensembles suivants :
EE (BEA) AQBEA AUEEA BEQ BEE

Correction de 1’exercice 5.

Ce(CgA) ={zcE|2¢CpA} ANCgA={z € E|zcAAn{zcE|x ¢ A}
={zx e E|zecA} ={zecFE|zcAet v¢A}
= A =0

AUCgA={z € E|zc AAUu{z e E |z ¢ A} Ceco={zcFE|x¢a}
—{z€E|z€cA ou x¢ A ={z|z€E et z¢ o)}
=F =F

CkE={z€E|x¢FE}
={z|xz€FE et x ¢ FE}

=o
Exercice 6. Soit ¢ un réel positif. L’inclusion suivante est-elle vraie ?

y =

|

N | =+

{(z;y) eR® |z +y >t} C {(x;y) eR?

t
Tz Q}U{(1‘§y) eR?
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Correction de 1’exercice 6.

Soit (a;b) € {(x;y) eR* | x4y >t}. Ona

a+b>2t = a+b=t et (a=b ou b>a)

= (a+b>t et a=b) ou (a+b=t et b>a)
— at+a=2a+b>=2t ou b+b>a+b>=t et b>a
— a+a=t ou b+b>t
= 2a>t ou 2b>t
—

ou b>

t
a>§

Donc
9 9 t t
(a;b) € {(z;y) €R |x+y>t} = (a;b) €3 (m;y) €ER x}i ou y>§
2 t 2 t
= (@b eq(my) €R” o> U (my) eR 1y > 5
Donc l’inclusion est vraie.
Exercice 7. Montrer I’équivalence des propositions suivantes :
1. AcCB 2. AnNB=A 3. AUB=B 4. A\B=9o
Correction de 1’exercice 7.
Soit E un ensemble tel que A C F et B C E.
1. = 2. Supposons que A C B.
reA = xecAet xcACB rEANB = x€A et x€B
= €A et z€B = zc A
= x€ANB
Donc ACANBet ANBC Adou ANB=A.
2. = 3. Supposons que AN B = A.
r€B = z€B ou z€A r€AUB = xz€ A ou z€B
= r€ AUB = x€ANB ou z€B
= z€(ANB)UB
= z€(AUB)N(BUB)
= z€AUB et z€B
— x€B

Donc BC AUBet AUBC Bdou AUB = B.
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3. = 4. Supposons que AU B = B.

r€A\B = x€A et ¢ B

= z€A et xt¢ AUB

el

xed et x€CpB

- reJ

Donc A\BC @et @ C A\Bdou A\B=g

4. = 1. Supposons que A\ B =g

reA

re€A et x€F

r€A et € BUlgB

reA et (;EGB ou J:GEEB)

zreA et (xe€B ou x¢B)

el

(xeA et x€B) ou (x€A et ©¢ B)

r€A et 2€Cr(AUB)

z€A et xelgAnCyB

rexd = r€@CA\B

— € A\ B

x€A et xelpd et z€CgB

xr€ANB ou z€ A\ B
x€(ANB)U(A\ B)
re(ANB)UY

x € (ANB)

r€A et z€B

el

r€B

On a montré que 1. = 2. =— 3. = 4. = 1. donc il y a équivalence entre les propositions.

Exercice 8. Montrer les énoncés suivants :

1.

2.

A\B=(AUB)\B=A\(ANB).
ANB=A\(A\B).

3. A\ (B\C)=(A\B)U(ANC).

Correction de 1’exercice 8.

1.

Montrons par double inclusions que A\ B = (AU B) \ B.

Commencons par A\ B C (AUB)\ B.
r€A\B = x€A et ¢ B
= (r€A ou zeB) et v¢B
— € AUB et ¢ B

= z€(AUB)\ B

Donc A\ BC (AUB)\ B.

Montrons que (AU B)\ B C A\ B.
x€(AUB)\ B

r€AUB et x¢ B

(xeA ou z€B) et ¢ B

(xeA et x¢B) ou (x€B et ©¢ B)
xr€A\B ou z€ B\ B

r€A\B ou z€9@

Ly

r€e(A\B)UD

!

x €A\ B

Donc (AUB)\ B C A\ B.

Commme A\ BC (AUB)\ Bet (AUB)\ B C A\ B on en déduit que A\ B=(AUB)\ B.
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Montrons par double inclusions que (AU B)\ B= A\ (AN B).

Commencons par (AUB)\ B C A\ (AN B). Montrons que A\ (ANB) C (AUB)\ B.
ze€(AUB)\ B ze A\ (ANB)

= zx€AUB et ©¢B = zrvcAet ¢ ANB

= (r€A ouzeB) et ©¢B — €A et -(x€ANDB)

= (zr€A et 2¢B) ou (x€B et ¢ B) = x€A et ~(z€A et z€B)

= (€A et ¢ B) ou x€Q = zc€A et (n(x€eA) ou —(xeB))

= (€A et ¢ B) ou (€A et z¢&A) = zcAet (x¢ A ou x¢ B)

= czcAet (x¢B ou z¢A) = (€A et ¢ A) ou (x€A et x¢ B)

— €A et (m(x€B) ou ~(xeAi) = z€@ ou (z€A et ©¢B)

= z€A et ~(xeB et xeA = (r€B et x¢B) ou (€A et ¢ B)

= €A et -(z€ANB) = (x€B ou z€A) et ¢ B

= czcAet x¢ANB = v € AUB et ¢ B

= z<€ A\ (ANB) = r€(AUB)\ B

Donc (AUB)\BC A\ (AN B). Donc A\ (ANnB) C (AUB)\ B.

On en déduit que (AUB)\ B=A\ (AN B).
Finalement par transitivité de 1’égalité on a A\ B=(AUB)\ B= A\ (AN B).

. Montrons par double inclusions que AN B = A\ (A\ B).

Commencons par ANB C A\ (A\ B). Montrons que A\ (A\ B) C AN B.
r€ANB = €A e z€B xe A\ (A\B)
= zc€A et (x¢ A ou x€ B) = z€A et ¢ A\B
= z€A et ~(z€A et z¢B) = x €A et -(xe€A\B)
= z€A et ~(x€A\B) = z€A et ~(z€A et z¢B)
= zc€A et v¢A\B = zcAet (x¢ A ou z€B)
= z€ A\ (A\B) = (€A et x¢ A ou (x€A et x€ B)
= € ou rc ANB
Donc ANBC A\ A\ B
= ze€@U(ANB)
= z€ANB
Donc A\ (A\B) C ANB.

On en déduit que ANB = A\ (A\ B).
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3. Montrons par double inclusions que A\ (B\ C) = (A\ B)U(ANC(C).

Commencons par A\ (B\ C) C (A\ B)U(ANC). Montrons que (A\ B)U (ANC) C A\ (B\C).
re A\ (B\O) re(A\B)U(ANCO)

= z€A et 2¢(B\CO) = € A\B ou x€ ANC

= z€A et ~(ze(B\QO)) = (z€A et 2¢B) ou (x€Ah et x€()

= zcAet ~(xeB et x¢C) = zc€Aet (x¢B ou z€C)

= zcAet (x¢ B ou z€C) = zcAet n(reB et x¢C)

= (x€A et £¢B) ou (r€A et x€C) = z€A et ~(xeB\C)

= € A\B ou z€ ANC = x€A et ¢ B\C

= z€(A\B)U((ANCQO) = z€ A\ (B\C)

Donc A\ (B\C)C (A\B)U(ANC). Donc (A\B)U(ANC) c A\ (B\C).

On en déduit que A\ (B\C)=(A\B)U(ANCO).

Exercice 9. Est-ce que les énoncés suivants sont corrects. Si oui donnez un argument pour les justifier, sinon trouver

des exemples qui montrent qu’ils sont faux :

p—

. A\(B\A)=A\B 5. (Ax B)N(Cx D)= (ANC) x (BND)
2. AN(B\C)=(AnB)\(ANCQC)
6. Ax (B\C)=(AxB)\(AxC(C)
3. AUB\C)=(AUB)\ (AuC)
4

. (Ax B)U(C x D) = (AUC) x (BU D) 7. (Ax B)\ (C x D) = (A\ C) x (B\ D)

Correction de 1’exercice 9.

1. Soient A =[0;4] et B =[2;6] On a :

AN (BN A) = [0:4]\ (12:6] \ [0;4]) A\ B =[0;4)\ [2:6] A\ B =[0;4]\ [2;6]
= [0;4]\ ]4; 6] = [0;4]\ [2; 6] = [0;4] \ [2; 6]
= [0; 4] = [0;2] =[0;2]

Or [0;4] # [0;2] donc A\ (B\ A) # A\ B.

2. Montrons que AN (B\C)C (ANB)\ (ANnQC).

r€AN(B\C) = z€ A et z€(B\C)

= x€A et (xe€Betx¢gl)
x€A et x€B et x¢C
r€ANB et z¢C

re€ANB et ¢ ANC

A

ze(ANB)\ (ANC)

Donc AN (B\C) C (ANB)\ (AN Q).
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Montrons que (ANB)\ (ANC)c An(B\C).

e (AnB)\ (ANC)

r€ANB et ¢ ANC

x€A et xeB et (x¢ A ou x¢(C)

(xeA et xeB et z¢A) ou (x€Ald et z€B et x¢C)
(red) ou (x€A et xe€B et ©¢0)

r€A et xe€B et z¢C

R

r€A et xeB\C

I

z€eAN(B\CO)

Donc (ANB)\ (ANC) C An(B\ Q).

3. Soient A =1[0;3], B=[2;5] et C =[1;4]. On a :

AuB\C)=[0:3u (125\ [134])  (AUB)\(AUC) = (103U [25])\ ([0:3] U [1:4))
= [0;3] U ]4; 5] = [0;5]\ [0;4]
=14;5]

Or [0;3] UJ4: 5] # ]4;5] donc AU (B\ C) # (AU B) \ (AU C)

4. Soient A=10;3], B=1[0;2],C =[2;5] et D=[1;7]. On a :

(Ax B)U(C x D) (AUC) x (BUD)
= (10:3] x [052]) L (12:5] x [137)) = (10310 2:51) x ([0:2] U [1;7])
= [0;5] x [0;7]

On remarque que (0;7) € [0;5] x [0;7] done (0;7) € (AUC) x (BU D).

Mais (0;7) ¢ [0;3] x [0;2] et (0;7) ¢ [2;5] x [1;7]

done (0;7) ¢ ([0;3] % [0; 2]) U ([2; 5] x [1; 7]) done (0;7) ¢ (A x B)U (C x D).
On en déduit que (A x B) U (C x D) # (AUC) x (BU D).

5. Montrons directement par équivalence que (A x B)N(C' x D) =(ANC) x (BN D).

EAXB)N(CxD) <= x€AxB et x€CxD

re€{(a;b) |ac A et be B} et ze€{(a;b) |acC et be D}
ze{(a;b)|ae A et beEB et a€C et be D}

r€{(a;b) |ac A et a€C et beB et be D}

x€{(a;b) |ae ANC et be BND}

IIIIIHHI

€ (ANC) x (BN D)

Done (A x B)N (C x D) = (ANC) x (BN D).
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6. Montrons par double inclusions que A x (B\ C) = (A x B)\ (4 x C)

r€Ax (B\C) = ze{(a;b)|a€e A et be B\C}
ze€{(a;b)|ac A et beB et b¢ C}
(a;0) la€e A et beB et (b¢C ou a¢ A)}

ze€{(a;b)|ac A et beB} et x€{(a;b) |b¢C ou a¢ A}

r€AXB et x¢{(a;b)|beC et ac A}

—
.
=
= z€AxB et z€{(a;b)|~(beC et a€ A)}
S
= 2 €AXxB et x¢AxC

—

xe(AxB)\ (AxC)

Donc A x (B\C)C (Ax B)\ (AxC).
Montrons que (A x B)\ (Ax C)C Ax (B\CO).

r€(AXB)\(AXxC) = z€AXxB et 2 ¢ AxC

= € AXxB et x¢{(a;b) |beC et ac A}

= v c€AxB et z€{(a;0) | ~(beC et ac A}

= z€{(a;b)|ace A et be B} et x€{(a;b)|b¢ C ou a¢ A}

= ze{(a;b)|]acA et beB et (bgC ou a¢ A)}

= z€{(a;b) | (a€A et beB et b¢C(C) ou (acA et beB et ag¢ A)}
= ze{(a;b) | (a€A et beB et b¢(C) ou (a€P et be B)}

= ze{(a;b)|ac A et beB et b¢g CtU{(a;b) | (a€ @ et be B)}

= zc{(a;b) |a€ A et be B\C}U (& x B)

= € Ax(B\C)U@

= z€ Ax (B\CO)

Donc (Ax B)\ (AxC)C Ax (B\C).
Finalement on a montré que A x (B\ C) = (A x B)\ (4 x C).

7. Soient A =[0;4] , B=[0;3] , C =[2;6] et D = [1;3]. On a d’une part

(4x B)\ (€ x D) = ([0:4] x [0:3]) \ ([2:6) x [1;3])
={@y) [z e0:4] et ye0:3}1\ ([2:6] x [1:3))
= {(@:y) | v € [0:4]U[0:2] et ye[0:31U 03111\ ([2:6] x [153])
—{(@:y) | (x€[0:4] ou wel0:2) et (ye[0:8] ou yelos1D}\ ([2:6] x [1:3])
= {(z9) | (@ €[0;4] et ye[0;1]) ou (z€[0;2] et ye[0;3]) ou (xe€[0;4]
et ye[0:3) ou (w02 et ye [0:1D}\ ([2:6] x [1:3])

(1(10:47 < [0: 1) U ({0321 x [053]) U ([054]  [053]) U ([0:2] x [0: 1)) \ ([2:6] x [1:3])

(1010347 05 11) U (052[ x [0::3]) L ([0:4] x [053))) \ ([2:6] x [1;3])
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= ((10:4 x 0510 \ (12:6) x [1:3)) U (([0:20 x [0:3])\ ([2:6]  [1:3]))
U (10341 x [053))\ (12: 6] x [133]))
— (1047 > [0511) L (10520 x [0:3]) U (([034] x [0:3]) \ ([2:6] x [1;3]))

et d’autre part

(A\C) x (B\ D) = ([0:4]\ [2:6] ) x ([0:3] \ [1;3])

=[0;2[ x [0;1]

On remarque que (0;3) € ([O; 2[ x [0;3]) donc (0;3) € (A x B) \ (C x D).
Mais (0;3) € [0;2[ x [0;1] donc (0;3) ¢ (A\ C) x (B\ D).
On en conclue que (A x B)\ (C x D) # (A\ C) x (B\ D).

Exercice 10. Est-ce que les sous-ensembles suivants de R? peuvent s’écrire comme le produit cartésien de deux

sous-ensembles de R ?
1. {(z;y) | = est un entier } 2. {(z;y) |0<y <1} 3. {(:v;y) | m2+y2<1}

Correction de 1’exercice 10.

1. {(z;y) | « est un entier } =Z x R
2. {(z;y) [0 <y <1} =R x]0;1]

3. Posons D = {(:c, y) | 22 +y? < 1} et supposons qu'il existe deux sous-ensembles A et B de R tels que D = Ax B.
Ona:

(0;1)e D et (100D = (0;1)€e AxB et (1;00€ AxB
= 0cAet lcBe 1cA et 0B
= lcA e 1B

= (;1)e AxB

—

(1;1)e D

Or 12+ 12 =2 > 1 donc (1;1) ¢ D. Donc I’hypotheése de départ est fausse : il n’existe pas deux sous-ensembles
Aet B deR telsque D =A x B.

Exercice 11. On considére les ensembles

1 1
E=qze[0;1]|3IneN, < —— F=qzel0;1]|VneN, z < ——
n+1 n+1

1. L’ensemble E a-t-il un, une infinité ou aucun élément ?

2. L’ensemble F' a-t-il un, une infinité ou aucun élément ?
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Correction de 1’exercice 11.

1. Soit x € [O;%[. On a:

1
Donc
0z < !
<z
1+1
En posant n =1 on a
1
0<r<
n+1

Donc il existe un entier naturel n tel que x < %H On en déduit que [0; %[ C E. Comme [0; %[ possede une

infinité d’éléments, on en déduit que E possede une infinité d’éléments.

2. Soit x €]0;1] tel que = ¢ F. Donc

dneN, x>
n+1

Autrement dit

JneN, n>

8=

En posant n = L%J + 1 on a bien n > % pour z € |0;1]. Donc tous les éléments de ]0; 1] ne sont pas dans F'.
Ainsi F' posséde soit un élémenent qui est 0, soit aucun élement.

Soient z=0et n € N. On a

nz20= n+1>0

1

— >0
n+1
1

— €T
n+1

Donc 0 € F.

Finalement on a montrer par disjonction de cas que F' posséde un élement.
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TD n° 3

Applications

Exercice 1. Soit f 'application de R dans R qui & x associe z2.

1. Déterminer 'image direct par f des 2. Déterminer I'image réciproque par f des
parties suivantes : parties suivantes :
(@ 1-230 ()]0l (@) [6:1] (@ =590 ®) |-T:-va[ () 10 +ov]

Correction de 1’exercice 1.

1. (a) Déterminons 'image direct par f de ]—2;3|

F(-2:3) = £ (-2:0] U [0; 3]
—{f (@) |z €]-20] ou =z e [0:3]}

={f(z)] -2<2<0 ou 0<z<3}

(remarque)
={f@) [f(=2)>f (@)= f0)}U{f(=)]f(0)<[f(z)<f(3)}

={f(@) 4> f(z) 20t U{f(z) | 0< f(z) <9}
= [0;4[U[0;9]

(
(
={f(@) | 2<z<0}u{f(z)|0<z<3} F(=20) U F((0;3)
(
(

= [0;9]
(b) Déterminons I'image direct par f de |—o0; 0]

f(J=00;0) = {f (2) | = € ]—o00; 0}
={f (@) | =<0}
={f@) | f(z)>0}
= 0; o0

(¢) Déterminons 'image direct par f de [—6;1]

f([=6;1]) = f ([-6;0] U [0;1])
= f([-6;0]) U f ([0;1])
={f (@) [z €[-60} U{f(2) | € [0;1]}
={f(@) [ -6<z<0tuU{f(z)|0<z<1}
={f (@) [ f(=6) = [ (z) = f(0)}U{f(z) [ f(0) < [f(z) <f(1)}
={f(2) 36> f(x) 20 U{f(z) [0< f(z) <1}

= [0;36] U [0;1]
]

[
[

= [0;36
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2. (a) Déterminons I'image réciproque par f de |—5;9]

FH0-59) ={z | f(x) €]-59[}
={z|-5<a®<0}u{z|0<2®<9}
=gU{r|-3<x<0 ou 0<z<3}
={z|-3<z<3}
=1-3:3]

(b) Déterminons I'image réciproque par f de ]—7; —ﬂ[

G | RAPERESE)
:{x ’ —7T<a?< V2 et 0<$2}

(¢) Déterminons 'image réciproque par f de ]0; 00|

F7H(0;+00) = {z | f (2) €05 +o0[}
={z]0<2®}
={zx|xz<0 ou 0<uz}

= R*

Exercice 2. Soit f Papplication de R* dans R qui & z associe . Déterminer les ensembles suivante :

1 f(®Y) 2. £(0; 1) 3. £1(0: 1)) 4. 71 (-1:1))

Correction de 1’exercice 2.

1. Déterminons I'image direct par f de R* 2. Déterminons I'image direct par f de ]0;1]
fRY) ={f(z)[z<0 ou 0<uz} fA01) ={f(z) [0 <z <1}
={f(z) ]| 2> >0 ou 0<a’} ={f() | 0* <2® <17}
={f(z) | 0<2?} ={f(@) | 0<2® <1}
:{f(x) 0<9612} ={f@)|0<a? et a? <1}
={f (@) | 0< f(2)} {f@ 0<;2“§2>1}
=R} ={f(@)|0< f(z) et f(z)>1}
={f@) [0<f(@)}n{f(x) ]| [f(z)>1}
=R% N]1; 400
= J1; +o00]

28



3. Déterminons I'image réciproque par f de ]0;1]

o) ={z |0< f(2) <1}

:{$’O<x2 et 1<x2}
:{$|0<m2}ﬁ{x|1<x2}
=R* N (J—o0; —1] U [1; +o0)

= |—00; =1 U [1; +oo[

4. Déterminons I'image réciproque par f de [—1;1]

A1) ={a | 1< f(2) <1}

={z](z<0 ou 0<x)
et (< -1 ou 1<)}
— R* 1 (J—00;~1] U [1; +oo])

=]—00; —1] U [1;+o0]

Exercice 3. Soient f: A — B une fonction, Ay C A, A; C A, By C B et By C B. Montrer les énoncés suivants :

p—

. Si By C By, alors f~1(Bg) C f~1(By)
- fTH(BoUBy) = f1(Bo) U f~H (By)
. [T (BoN By) = fH(Bo) N f~H(B1)
c [TH(Bo\ Br) = fH(Bo) \ [ (B1)

W N

Correction de 1’exercice 3.

1. Soit By C B1. On a

zo € f1(By) = xo€{z]| f(x) € By}
$0€{$|f($)€B()CBl}
zo € {z | f(x) € Bi}

zo € f (B1)

I

I

!

Donc f~1(By) C f~1(By).
2. Montrons que f~! (BoU B1) = f~1 (Bo)U f~1 (B1)

1 (BouBy)={z | f(x) € BoUBy}
={z| f(z)€ By ou f(x)€ By}
= {z [ f () € Bo}
Uz | f(z) € Bi}

=1 (Bo)U f(B)
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5. Si Ay C Ay, alors f (Ao) - f (Al)
6. f(AoU A1) = f(Ap) U f(Ar)

7. f(AoN A1) C f(Ap)N f(A1). Donner un exemple

ou l'inclusion est stricte.

3. Montrons que f~! (BN By) = f~1 (Bo)Nf~1 (B1)

1 (BoNBy)
={z| f(x) € Bon By}
={x| f(x) €By et f(z)€ B}
={z|f(@)eBoyn{z| [f(z)eBi}

=" (Bo)nf~H(B)

4. Montrons que f~1 (Bo \ B1) = f~1(Bo) \ f~1 (B1)

71 (Bo\ B1)
= {z | f(z) € Bo\ Bi}
={z|f(x)€DBo et f(z)¢ B}
={z| f(@)€eBo}n{x| f(z)¢ B}
={z| f(2) € Bo}\{z | f(x) € B1}
=T (Bo)\ [T (B1)



5. Soit Ag C A1. On a

ye f(A) = ye{f(z)]|zec A}

= ye{f(z)|ze Ay C A1}

= ye{f(z) |z €A}
)

= yc f(d

Donc f (Ag) C f(A1).
6. Montrons que f (AgU A1) = f(Ao) U f (A1)

f(AUA) ={f(z)|zeAUA}
={f(z)|xze€ Ay ou z€ A}
={f(z) |2 €A} U{f () |z €A}
= f(Ao) U f (A1)

7. Montrons que f (Ao N A1) C f(Ao)N f(41)

y € f(AoNA)
= ye{f(x)|zeAynNA}
= ye{f(z)|recd et x€ A}
= ye{f(@) ] f(x) € f(A) et f(x) € f(A1)}
— ye{f(@) ] f(x) € f(A)}
(
)N

N{f (@) [ f(x) € f(A)}
f(Ar)

Done f (Ao N A1) C f(Ao) N f (A1)

= ye f(4o

Autre méthode :
AoN A C A et AoNA; C A

Donc d’apres la question on a

f(AoNAy) C f(Ao) et f(AoN A1) C f(A)
Soit z € f (ApN Ay). Donc

z € f(Ao) et z € f (A1)
Par définition de I'intersection, on a
z € f(Ag) N f (A1)

Finalement on obtient

J (Ao N Ay) C f(Ag) N f (A1)

Donnons un exemple ot I'inclusion est stricte. Soient
fravs a2, Ag=[-1;0] et A, =[0;1]. Ona :
AgN Ay = {0}
f(Aon Ay) = f({0}) = {0}
f(Ao) = £ ([=1;0]) = [0;1]
f(Ar) = F([0;1]) = [0;1]
f(Ao) O f (A1) = [0;1] N [0;1] = [051]

Or {0} € [0;1] donc f (Ao N A1) S f(Ao) N f (A1)

Exercice 4. Soit E un ensemble quelconque. Si A est une partie de E, on appelle la fonction indicatrice de A,

Papplication 14 : E — {0;1} définie par

]lA (ac) =

size A
siz ¢ A

1. Montrer que pour tout A, B € P(E), A= B si et seulement si 14 = 1p.

2. Soient A et B des parties de E. Exprimer les fonctions indicatrices de A° et de AN B en fonction de 14 et 1p.

3. En déduire 'expression des fonctions indicatrices de A \ B, de A U B puis la différence symétrique AAB =

(A\ B)U(B\ A).

4. Montrer que pour toutes parties A, B et C de F, on a :

AA (BAC) =

5. Montrer que pour toutes parties A, B et C de E, on a :

AN (BAC) =

(AAB) AC

(ANB)A(ANC)



Correction de 1’exercice 4.

1. Montrons l'implication : soient A, B € P (FE) tel que A = B. On a

1 sizeA
]].A(J?):
0 siz¢g A
1 sizeB
0 siz¢ B
=1p (z)

Montrons la réciproque : soient A, B € P (F) tel que 14 = 15. On a

reEA = l1a(x)=1 r€B = 1p(z)=1
= lpg(z)=1 = la(z)=1
= zr€B = xcA

Donc AC Bet BC Aetdonc A= B.
Finalement on a bien I’équivalence qu’est vérifiée.

2. Déterminons les fonctions indicatrices de A€ et de A N B en fonction de 1 4 et 1g.

Soit x € E.
lye () =1 <= z € A° lge () =0 <= x ¢ A°
— ¢ A < z€cA
— 14(z)=0 = 1y(z)=1
= 1-14(z)=1 <= 1—14(z)=0

Donc 14c =1—14.

lanp(z)=1 < z€ ANB lanp () =0 <= ¢ ANB
< rxcAe zeB < ¢ A ou z¢B
< 1a(z)=1 et Ip(z)=1 < la(z)=0 ou Ip(z)=0
< lua(z)lp(x)=1 < la(z)lp(x)=0

Donc ]].AﬂB = ]]-A]]-B-

3. Déterminons les fonctions indicatrices de A\ B, de AU B

1o\ = lans- Laus = Laup)e)
= 14lpe = L(acnpey
=14(1-1p) =1 Lacnpe

—1— 1 elpe

=1-(1-14)(1—-1p)

=1-(1-1p—14+14lp)
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=1-1+1p+14—-141p

=1a+1p—-141p

Donc ]lA\B =14 (1—]13) et Tyup=l1a44+1g—T41p5.

Déterminons la fonction indicatrice de la différence symétrique AAB

Laas = La\Bus\4)
=1ap+1Ipa—1aplpa
=14(1-1p)+1p(1—-14)—-14a(1—-15)1p(1—14)
=14 —14lp+1p—14lp—14lp+ 14141 +141plp — 14141515
=14 —1alp+1p—14lp —1alp+ 11+ 141p—14lp

=14+1p 21415

4. Soient A, B et C des sous-ensembles de F, on a

LaaBacy = 1a +1pac —21alpac
— 14+ 1p+1c—21ple — 214 (1p + 1o — 21510)
=la+1g+1c—21lg —2141 — 2141 +414151¢
— a4+l +10—21alp —21glc — 20410 + 4141510
—14+1p+1c—21alp—21c(1p+ 14 —2141p)
= laap +1c —21anplc

= liaap)ac

Donc AA (BAC) = (AAB) AC

5. Soient A, B et C des sous-ensembles de E, on a

Lansac) = laleac
=14 (1p +1c — 2151c)
— 14l + 1410 — 2141510
—1alp+141¢ — 214141510
—1alp+140¢ — 214151410
=1ang + lanc —21anslanc

= LianB)a(anc)

Donc AN(BAC)=(ANB)A(ANCQC)

Exercice 5. Les applications de R dans R suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives?
1. frz—22x—-3
2. g:x—rcosz

. hiz—al+z+1
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Correction de 1’exercice 5.

1. Montrons que f est injective. Montrons que f est surjective.
Solent z1, x2 € R Soit y € R et cherchons z € R tel que y = f ()
f(x1) = flx2) = 201 —3=21,—-3 y=f(r) = y=22-3
= 221 = 229 = y+3=22
= I1 =22 — = y+3

2

Donc f est injective. Donc

YyeR, Iz eR, y=f(z)

Autrement dit f est surjective.

Comme on a montré que f est aussi injective, f est donc bijective.

2. Soient 1 =0 et o = 27. On a Autrement dit
Ty F# X2 g (1) =g (x2)
Mais comme cos (z1) = cos (0) =1 Donc g n’est pas injective.

g ne peut donc pas étre bijective.

De plus, par exemple 2 n’a pas d’antécédent car

et cos (z2) = cos (2m) =1, on a cos () = 2 n’a pas de solution.

cos (x1) = cos (x2) Donc g n’est pas surjective.

3. L’équation h (x) = 0 n’a pas de solution. Donc 0 n’a pas d’antécédent. On en déduit que h n’est pas surjective.
h ne peut donc pas étre bijective.
Soient 1 = —2 et 29 = 1. On a

Ty F# To

Mais comme  h(z1) =h(=2)=(-2)>—24+1=3 et h(za)=h(1)=12+14+1=3, ona
h (1) = h(x2)

Donc h n’est pas injective.

Exercice 6. Soit f: X — Y une application entre deux ensembles non vides X et Y. Montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes :

1. f est injective.

2. Pour tous A, Be P(X),ona f(ANB)=f(A)Nf(B).

Correction de ’exercice 6.
Montrons I’équivalence par double implications.
1. = 2.
Soit f injective. Donc

le,xg EX, f(I‘l) :f(JZQ) —— X1 = T2
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Montrons que par double inclusions f (AN B) = f (4) N f (B).

D’apres la question [3.3.7| on a déja

f(ANB) C f(A)Nf(B)

11 suffit de montrer que f(A)N f(B) C f(ANB).

ye f(ANSf(B) = yef(A) et ye f(B)

— ye{f(z)[zeA} et ye{f(x)|xeB}

Donc soient z1 € A et z2 € B tels que y = f(z1) et y = f (22). On a

f(z1) = f(z2)

Comme f est injective, on a

X1 = T2

Posons x = x1 = x9, donc x € A et x € B. Autrement dit x € AN B avec

y=f(z)
Comme 1 et x5 on été choisit arbitrairement, on obtient

ye{f(x)|x€ A} et ye{f(zx)|zeB} = ye{f(x)|r€A et z€ B}
= ye{f(x)|x€ ANB}

= ye f(ANDB)

Donc f(A)N f(B) C f(ANB).
Par double inclusions on obtient f (AN B) = f(A)N f(B)

.. = 1.

Soit f tel que pour tous sous-ensembles A et B de X ona f(ANB) = f(A)N f(B).
Montrons que f est injective.

Soient x1, x9 € X tels que f(x1) = f (z2). On a

fla)=f(22) = f({a}) =f{z2}) et f({zm}) #D et f({z2}) #9

= f{z}) =f({zh)nf{z2}) = f({z2}) et f{a})Nf({z2}) #2
= f{mhnf{a2}) #0

= f({z}n{z}) #2

= {z}n{z} #0

— T1 = X

Donc f est injective.

Finalement on a montré que 1. = 2. et que 2. = 1. donc on a montré ’équivalence 1. <= 2..
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Exercice 7.

1. Soit f I’application de R dans R qui associe & x € R, z3. Montrer que f est bijective.

2. Soit g 'application z — |z] de R dans Z. Discuter sa nature.

Correction de 1’exercice 7.

1. Montrons que f est injective. Soient x1, xo € R

f(z1) = f(z2) Ty = To
-3 =0

(1 — z2) (x% + 179 + x%) =0

xr1 —xo =0 ou xf—l—xlaﬁg—i—x%:O

xr1 =Ty ou 4x%+4x1x2+4x§ =0

T1 = T9 oOu x%+2><x1><2x2+(2:r2)2+3xf:0
T1 = T9 Ou (z1+2x2)2+3x%:0

xr1 = Ty ou (m1+2x2 =0 et Sxf:O)

21 =29 ou (x1+222=0 et x1 =0)

(
1 =29 ou (x2=0 et x4 =0)

r1 =9 ou 1 =x9 =20

|

Donc f est injective.

Montrons que f est surjective.

f est surjective <= Vy e R,z e R, y= f(z)

Ici il n’est pas possible de montrer I'implication direct mise a par utiliser la fonction racine cubique. Mais utiliser
cette fonction suppose que f est surjective alors que c’est ce que 'on souhaite démontrer... Pour résoudre le

probleme, on applique le cas général du théoreme des valeurs intermédiaires :

Théoréme : (Cas général du théoréme des valeurs intermédiaires)
Si f est une fonction définie et continue sur un intervalle I et si a et 5 sont les limites de f aux bornes
de cet intervalle (a et 8 sont soit des nombres, soit +00 ou soit —o0), alors pour tout réel k strictement

compris entre « et 3, il existe une solution & 1’équation f (z) = k.

On a ( & démontrer...)

f est définie et continue sur I =R

De plus

i = i 3 — — = = 1 3 = =

alors d’apres le cas général du théoreme des valeurs intermédiaires, on a

Vy€la;pl, Iz el, y=f(z)
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Autrement dit

VyeR,Jz eR, y= f(x)

Donc f est surjective.

On a montré que f est injective et surjective, donc f est bijective.

2. Soitxlz()eth:%. On a

X1 F# T2
Or
g (z1) = [21] g (z2) = |22]

Wb

=0 =0
Donc

g (x1) = g (x2)

Donc

Jri, 20 €R, 1 £ 22 et g(w1) = g(22)

Exercice 8. On consideére 'application

r

1. Quelle est la nature de cette application ?
2. Quelle est son image ?

3. Trouver f~1({0}).

Correction de 1’exercice 8.

1. Soit y = 2 et cherchons z tel que y = f (z). On a

2x

y=f(r) = QZW

= 2(1+2%) =22
= 22 - 27 +2=0
Le discriminant A du polynoéme 2z2 — 2z + 2 est
A=(-2%-4x2x2
=-12

<0

Donc le polynéme 222 — 2z + 2 n’a pas de solution.

Donc pour y = 2 on a montré que
JyeRVzeR, y# f ()

Autrement dit f n’est pas surjective.

C’est a dire qu’on a
— (V1,22 €R, 71 #22 = g(21) # 9(72))

Autrement dit g n’est pas injective.
Donc g ne peut pas étre bijective.

Soit y € Z et cherchons x € R tel que y = g (z).
y=g() = y= |z
= y<or<y+l
— Jr € [yy+1]

— dx e R

Donc g est surjective.

2z
1422

Donc f ne peut pas étre bijective.

Soient 1 = % et 1o =2.On a

.’E17££E2
Mais
o 2m 2z
f(z1) T+ a2 f(z2) T+ 22
2% 2x2
)’ L
4 4
5 5
Donc

[ (z1) = f(22)

Donc f n’est pas injective.



2. Déterminons f (R).
f(R)
={f(@) |z cR}
={f@)|(z+1)eR et (z—1)€cR}
=@ e
- {r@ :0

P eRyet (z—1)° ER+}

(z+1) et og(a:—l)Q}

{ z+1)%<0 et Og(x—l)Q}
= {f(@)| - (2*+22+1) <Oet 0 < 2’2z +1}
={f(2) | 222 -1<0 et 0< 2’ 20+1}
={f(x)| —2>—1<22 et 20 <2+ 1}
={f(@)|—(2*+1) <2z et 20 <a”+1}
S
={f@) | -1<f(x) et f(z)<1}
={f(@) | -1<f(z) <1}
= [-1:1]

Exercice 9. Soit I'application f: R? — R? définie par f (z;y) =

I’application f est bijective.

Correction de ’exercice 9.

Montrons que f est injective.

Soient (x1;91), (r2;92) € R% On a
f(zuyn) = f(z2392)

(z1 4 y1; 221 + 3y1) = (22 + y2; 222 + 3y2)

1+ Y1 =T2+ Y2

N
2x1 4 3y1 = 229 + 3y9
21’1 —+ 2y1 = 21’2 —+ 2y2
=
2x1 4 3y1 = 229 + 3y9
2x1 + 2y1 = 222 + 2y
=
Y1 =Y2
2x1 + 2y1 = 222 + 21
=
Y1 =Y2
r1 = T2
=
Y1 = Y2
= (z1391) = (T2;92)

Donc f est injective.
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3. Déterminons f~1({0}).
F71{0}) ={z | f(z) € {0}}
={z | f(x) =0}
2z
= {x o 0}

={z | 20 =0}

={z|z=0}
={0}

(z + y; 2z + 3y) pour tous z,y € R. Montrer que

Montrons que f est surjective. Soit (a;3) € R? et
cherchons (z;y) € R? tel que (o; ) = f (z;y)
(a;8) = f (z59)
= (o f) = (z +y; 2z + 3y)
a=x+y
=
8 =2x+ 3y
rT=a—y
—
B=2(a—-y)+3y
T=a—y
—
y=p5-2a
r=a— 3+ 2a
—
y=p-2a
— (r;y) € R?
Donc
V(o 8) € R?, 3 (3y) € R?, (s ) = f (a3y)

Autrement dit f est surjective. On a montré que f est

injective et surjective, donc f est bijective.



Exercice 10. A chaque systéme de quatre entiers relatifs a, b, ¢ et d tels que ad — bc = 1, on associe I'application

f: 7 — 72
(z3y) +—  (az +by;cr + dy)
On désigne par F la famille des applications ainsi définies.
1. Montrer que si f € F alors f est bijective et que f~! est aussi dans F.
2. Montrer que si f et g sont dans F alors fog e F.

Correction de 1’exercice 10.

1. Soit f € F. Montrons que f est bijective.

Commencons par montrer que f est injective. Montrons que f est surjective. Soit (a;3) € Z? et
Soient (x1;91), (r2;92) € Z. On a cherchons (z;y) € Z? tel que (a; 8) = f (z;y)
f@isy1) = f(z2592) (o 8) = f (z3y)
= (ax1 + by1;cxr + dyr) = (a;B) = (azx + by; cx + dy)
= (axg + bya; cxo + dy2) a=ax+ by
=
{aw1+by1a:c2+by2 B =cx+dy
=
ey +dyy = cxa + dy ac = acx + bey
acxy + beyr = acxa + beys Ba = acz + ady
— —
acri + ady; = acxs + adys ad = adzx + bdy
axy + by, = axs + by Bb = bex + bdy
=
adyy — beyr = adya — beya Ba — ac = ady — bey
=
az1 + by = axa + byo ad — Bb = adx — bex
=
(ad — bc)y1 = (ad — be) yo Ba — ac = (ad — be)y
=
axri + byr = azxs + by ad — Bb= (ad — be) z
=
Y1 =192 y = fa— ac
=
ar, = arsy r=ad-—pb
=
y1 = = (3y) € 2
— L= Donc
Y1 = Y2
. 72 3 (- 72 . — .
— ($1,y1):($2,y2) v(a716) € ) (Iay) € ) (avﬂ) f(‘ray)
Donc f est injective. Autrement dit f est surjective.

On a montré que f est injective et surjective, donc a f qui est bijective. Autrement dit

V(a;8) € 22,3 (z3y) € Z%, (a3 8) = f (23)
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Montrons que f~! est aussi dans F.

Comme f est une bijection, donc par définition il existe une bijection réciproque g: Z% — Z?2 tel que g o f = Id.

On note alors g = f~1.

! respecte donc la propriété suivante :

f@y)=(;B8) <= flof(zy)=f"(x8)

= (z3y) = [T ;)
On a déja montré que

—da—b
Flom) = (@) — Y
y=af — ca

La réciproque de cette proposition est assurée par la définition de la bijection qui indique 'unicité du couple

(z;y). On a donc

z=da—bj
fwy) = (s 8) —
y=af — ca
On pose donc f~! définie par
b 72— 7?2

(;8) — (da—bB;—ca+afB)

On a
da — (=b)(—c)=ad—bc=1

Donc f~! est aussi dans F.

. Soient f et g des élémenents de F. Donc 3 (a1;b1;c15d1), (ag; ba; co;do) € Z4,V (2;y) € Z2,

f(zy) = (a1 + biy;aix + diy) et g (w5y) = (aax + bay; coz + day)

Montrons que fog € F.
Soit (z;y) € Z*. On a

= [ (agz + bay; cox + day)
= (a1 (agx 4 bay) + b1 (cox + day) ; ¢1 (agx + bay) + di (cox + day))
= (alagx + alb2y + bicax + bldgy; Cc1a2x + Clbgy + dicox + dldzy)

= ((a1az + bica) x + (a1bs + bidz) y; (cras + dic2) © 4 (c1ba + dida) y)

On a

(a1a2 + bica) (c1ba + dida) — (a1ba + bida) (cra2 + dics)

39



= (aragc1by + bicaciba) + (a1a2dids + bicadida) — ((arbaciag + bidaciaz) + (a1badica + bidadica))
= a1azciby + bicaciby + arasdids + bicadida — (arbaciag + bidacias + arbadica + bidadicz)

= ajasgbacy + bibacics + arasdids + bicadids — ajasbacy — asbicids — a1bacad; — bicadida

= b1bacica + arazdids — asbicidy — arbacad;

= aydy (azdz — bacz) — bicy (agdz — baca)

= (a1dy — bicy) (azdy — baca)

=1x1

=1

Donc fog e F.
Exercice 11. Soient f: A — B un fonctionet X C Aet Y C B.
1. (a) Montrer que X C f~1 (f (X)). 2. (a) Montrer que f (f~'(Y)) CY.
(b) Montrer qu’on a égalité si f est injective. (b) Montrer qu’on a égalité si f est surjective.

Correction de 1’exercice 11.

1. (a) Soit z € A. Montrons que X C f~!(f (X))

reX = f(x)e f(X)
= [T (f@)c (X))
= {al| f(a)=f(2)} C f71(f(X))
= ze{a| fa)=f(2)} [ (f(X))
= ze [ (f(X)

Donc X C £~ (f (X))

(b) Soit f injective. Donc

Vee A, f(r)ef(X) = z€X

Preuve :

Soit z € A tel que f (z) € f(X). On a

f@)ef(X) = f@)e{f(a)]aecX}
= JaeX, f(z)=f(a)
f injective

— dae X, x=a

— e X

Soit @ € A. Montrons que f~1 (f (X)) Cc X

ze [TH(f(X)) = zef{al f(a) € f(X)}
= f(z) e f(X)

— e X
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2.

Donc f~1 (f (X)) C X. Finalement, avec le résultat précédent on a X = f~1(f (X))

(a) Montrons que f (f~(Y)) CY (b) Soit f surjective.
Montrons que Y C f (ffl (Y))
yef(fH(Y))

= ye{f()|zeftY)} yey

— yel{f@)|ze A FN) ey Fomett ey et 3red, f(a)=y
— ye{f(x)|IzeA, f(x)eY} = drecd f(x)eY et f(z)=y
— yefalacYy} = e f 1Y) et flx)=y
ey = ye{f@|zef )

= ye f(f(Y)
Donc f (f*(Y)) CY.

Donc Y C f(f~1(Y)).
Finalement, avec le résultat précédent on a

FF@) =y

Exercice 12. Soient F et F' deux ensembles finis de cardinaux respectifs n et p.

1.

2.

Déterminer le nombre d’injections de E dans F'.

En déduire le nombre de bijections de F dans f.

Correction de 1’exercice 12.

1.

Soient n, p € N tels que card (E) = n et card (F') = p.

Soit f: E — F. Par définition de I'image direct d’une fonction on a directement que

f(E)CF

Preuve :

Soit f: E— F. On a

yef(E) = yel{f(@)[zcE et f(z)eF}
= ye{f(x)eF|xz€E}

= ye{acF}

= yeF
Donc f(E) C F
Donc
Ly < Ir
Preuve :

Soient A et B deux ensembles tel que A C B. Montrons que 14 < 1p

]]-B = ]]-AUB d’aprés m
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=ls4+1p—141p d’apres [3.4.3]

:]1A+]1B(1—]1A)

=14+ 1p\4 d'apres
>14 car Ip\4 20

Donc 14 < 1p

Donc
Vy e F, 1yp (y) <1r(y)
Donc
2L @) <Y ey
yeF yeF
On a donc

card (f (E)) < card (F) =p

De plus, on a

card (f (E)) < card (E)

Preuve :

Soit f: E — F avec E et F' des ensembles finis. On a

card (B) =n = H(ml)le[[lnﬂ7Vz jellin], zi#x; et BE={z;|ie[l;n]}
(xl)ze[[ln]]7V7’ Jelln], z #z; et f(E)={f(z:) |i€[Lin]}
= card (f (E)) <
= card (f (E)) < card (E)

Soit p < n et supposons f: E — F injective.

Donc

Ve,yc E, v #y = f(x)# f(y)

D’apres de la preuve précédente et d’apres , on en déduit que
card (f (F)) = card (E) et card (f (F)) < card (F)

Donc

card (f (E)) =n et n<p

Absurde car on a posé p < n. Donc il n’y a pas d’injection si card (F') < card (E)

Soient n = p

Note a moi-méme : EXERCICE A FINIR

Remarque : Exercice chronophage qui m’a demandé 3 jours de recherche. Il faudra essayer de démontrer

sans la récurrence (car la récurrence implique qu’on connait déja le résultat or I’énoncé ne donne pas le
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résultat).

Réponse : c’est le nombre d’arrangement k parmi n

Exercice 13.

1. Soit A un ensemble fini & n éléments. Trouver le cardinal de P (A).

2. Soit X un ensemble quelconque.
(a) Trouver une injection de X dans P (X).

(b) Montrer qu'il existe pas de bijection entre P (X) et X.

Correction de 1’exercice 13.

Note & moi-méme : EXERCICE A FAIRE
Remarque : Exercice problablement chronophage.
Réponse pour la 1 : 27

Réponse pour la2a: f: X - P (X),x — {z}
Piste pour la 2b : Probablement par ’absurde

1. Exercice qui touche la construction axiomatique de la théorie des ensembles.

‘ On suppose que Ay possede 0 élémenent. ‘
Donc Ay = 0 et donc P (Ag) = {0}.
Donc card (P (Ap)) =1

‘ On suppose que A; possede 1 élémenent. ‘
Donc A; = {x1} et donc P (A1) = {0; {z1}}.
Donc card (P (A1) = 2

‘ On suppose que Ay possede 2 élémenents. ‘
Donc As = {x1; 22} et donc P (Ag) = {0; {z1};{z2}; {z1;22}}.
Donc card (P (Az)) = 4

‘ On suppose que A3 possede 3 élémenents. ‘

Donc As = {x1;29; 23} et donc P (Az) = {0; {z1} s {wa}; {ws} i {zisx2} s {wi a3} i {wos xs} s {wr; w05 23} )
Donc card (P (A43)) = 8

‘ On suppose que Ay possede 4 élémenents. ‘

Donc Ay = {x1;x2; x3; 24} et donc

P(Ay) = {@; {1} {wa} i {ws} s {za} s {zwni ) s {ws as} s {wr s} s {wos 23}

{woswa}  {wsszat s {zrwos w3} s {zs wos s} {ws w3y 2 b s {wos w35 24} 5 {213 203 1?3§$4}}

Donc card (P (A4)) = 16
On remarque que pour tout n entier naturel, on a trés probablement card (P (A4,,)) = 2"
Supposons que card (P (A,,)) = 2". Montrons que card (P (A,41)) = 2"+

Par définition, P (A,+1) possede tous les élémenents de P (A,,) et ainsi que tous les ensembles formés par I’ajout

d’un élément supplémentaire & chaque element de P (A,,)
Autrement dit, P (A,41) contient 2™ éléments supplémentaires & ceux de P (A4,,).

Donc card (P (Ay41)) = card (P (A,)) + 27 = 2" + 2" =2 x 2" = 27+l
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2.

La propriété est ainsi prouvée par récurrence. La relation est vraie pour n = 0 et on a montré que si elle est

vraie pour n, elle I'est aussi pour n + 1. Donc, elle est vraie pour tout n entier naturel.

Autre rédaction : ‘

Soit A un ensemble fini & n éléments.
Phase de découverte (conjecture) : Regardons ce qui se passe pour les petites valeurs de n :
— Sin=0, A=0, alors P(A) = {0}, donc card(P(A)) =1 = 2°.
— Sin=1, A= {1}, alors P(A) = {0; {z1}}, donc card(P(A4)) = 2 = 2.
— Sin =2, A= {z1;22}, alors P(A) = {0; {z1}; {wa}; {w1;22}}, donc card(P(A)) = 4 = 22.
On conjecture donc que le résultat est 2.
Montrons par récurrence sur n € N que card(P(A)) = 2".

Démonstration par récurrence :

— Initialisation : Pour n = 0, on a vu que card(P(0)) = 1 et 2° = 1. La propriété est vraie au rang 0.

— Hérédité : Supposons que pour un entier n € N fixé, pour tout ensemble A de cardinal n, on ait
card(P(A)) = 2".
Soit B un ensemble de cardinal n + 1. Choisissons un élément x € B et posons A = B\ {z}. L’ensemble A
a donc un cardinal n.

Les éléments de P(B) (les parties de B) se répartissent en deux catégories disjointes :

(a) Les parties de B qui ne contiennent pas z. Ce sont exactement les parties de A. D’apres 'hypothese

de récurrence, il y en a 2.

(b) Les parties de B qui contiennent x. Elles sont de la forme PU {z} ou P € P(A). Il y a donc autant de
telles parties que de parties dans P(A), c’est-a-dire 2™.

Ainsi, le cardinal total de P(B) est :
card(P(B)) = 2" + 2" = 2 x 2™ = 2"*1,

La propriété est donc vraie au rang n + 1.

Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout ensemble fini A & n éléments, card(P(A)) = 2™.
(a) Injection de X dans P(X)

On peut intuitivement penser a I’application qui a tout élément de X on associe son singleton qui est par
définition dans P(X).

Considérons 'application f définie par :

fi X — PX)

Montrons que f est injective.

Soient x,y € X tels que f(x) = f(y).

f@)=fy) = {z}={y} = z=y
Donc f est injective.
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(b) Non-existence de bijection (Théoréme de Cantor)
Raisonnons par 1’absurde. Supposons qu’il existe une bijection g: X — P(X).

Considérons ’ensemble Y défini par :

V={rcX|zd¢g(@)}

Puisque Y est une partie de X (donc Y € P(X)) et que g est surjective,

il existe un élément y € X tel que g(y) =Y.

Deux cas se présentent :

— Siy €Y, alors par définition de Y, y ¢ g(y). Or g(y) =Y, donc y ¢ Y. Contradiction.

— Siy ¢ Y, alors par définition de Y, il est faux que y ¢ ¢(y), donc y € g(y). Or g(y) =Y, doncy € Y.
Contradiction.

Dans les deux cas, on aboutit a une absurdité. Donc une telle bijection ne peut pas exister.
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TD n® 4

Relations

Exercice 1. On définit sur Z la relation suivante :
V(2;y) € Z*, xRy <= x —y est un multiple de 5

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Montrer que cette relation est compatible avec 'addition. C’est a dire
V((z;9);(25y) € 22 x 2%, 2Ra’ et yRy = (z+y)R(z' +y)

Correction de 1’exercice 1.

1. Montrons que R est réflexive.

Soit x € Z. Montrons que zRzx.

r—Tr =

Or pour k € Z,
0=5k <= k=0

Donc 0 est un multiple de 5, ainsi x — x est un multiple de 5

Donc xRz, autrement dit R est réflexive.

Montrons que R est symétrique.

Soit (z;y) € Z? tel que xRy. On a

TRy = x —y est un multiple de 5
— dkeZ, x—y=>5k
= 3dkeZ, y—x= -5k
= Jke€Z, y—x=5(—k)
= dkcZ, k=—k et y—x=>5k
= W' e€Z, y—x=5k
—> y —x est un multiple de 5
= yRzx

Donc R est symétrique.

Montrons que R est transitive.

Soit (z;y; 2) € Z2 tel que 2Ry et yRz. On a

2Ry et yRz —> (z —y est un multiple de 5) et (y — z est un multiple de 5)
= 3k€Z x—y=>5k et IK'€Z, y—z=>5K

= 3k €Z x—y=>5k et I €Z, y=>5k +=z

46



Sk K €7, 1 — (5K +2) = 5k

Sk €7, @ — 5k — 2 = 5k

Ik, k' € Z, x — z = 5k + 5K’

Ik, k' €Z, x —2=5(k+k) et (k+k)eZ
e W K €T, w—z =5 ot K —k+k
kK" e€Z, v —z=>5k"

(x — z est un multiple de 5)

RN

TRz

Donc R est transitive.
On a montré que R est réflexive, symétrique et transitive, donc par définition, R est une relation d’équivalence.

2. Montrons que cette relation est compatible avec ’addition.

Soit ((z;9); (2';y")) € Z% x Z? tel que xRz’ et yRy'. On a

Rz’ et yRy = x — ' est un multiplede 5 et y —%' est un multiple de 5
IkecZ v—2' =5k et IK €Z, y—y =5k

k' €Z, x—a =5k et y—1y =5k

Ik €L, z—2 +y—1y =5k + 5K

Ik €T xty— (@ +y)=5(k+K)

k" €, v+y— (' +y')=5k"

r+y— (' +7') est un multiple de 5

el

(z+y) R +vy)

Donc cette relation est compatible avec ’addition.
Exercice 2. On définit sur R? la relation suivante :

V((z;59);(25y) € RZ x R?) (2;9) R (2;y) <= x2+y2=x'2+y’2

1. Montrer que R est une reltaion d’équivalence.

2. Décrire la partition de R? par les classes d’équivalence pour R.

Correction de 1’exercice 2.

1. Montrons que R est réflexive. Montrons que R est symétrique. Soit
Soit (z;y) € R? x R2. Montrons que (z;y) R (z;y). ((z;9); ('59)) € R? x R? tel que (x;9) R (2;9).
On a

(@y) R(y) = 2+ =2 +y”

Pt =y’ , ,

— .’El +y/ :x2+y2

Donc (z;y) R (x;y), autrement dit R est réflexive. — (@39 R (23 )

Donc R est symétrtique.
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Montrons que R est transitive.

Soit ((z;9); (259 ; (2";9y")) € R? x R? x R? tel que (z;y) R (2';9) et (z;9) R (z”;y"). On a

() R(¢5y) et (@50 )R@@"y") = 2 +y? =2 +y? et o/° +y° =2 44"
— 1,2 + y2 _ x/2 +y/2 _ w//2 + y//2
— 1’2 +y2 _ :L,/IQ +y//2

= (z;y) R (z";y")

Donc R est transitive.

On a montré que R est réflexive, symétrique et transitive, donc par définition, R est une relation d’équivalence.

2. Une partition d’un ensemble R? est un ensemble de parties non vides de R? deux & deux disjointes et dont

Punion est R2.

La classe d’équivalence de z € R?, notée [z], est le sous-ensemble de R? défini par

[2] = {y € R? ‘ TRy}

Proposition :
Soient X un ensemble et R une relation d’équivalence sur X. L’ensemble X /i est une partition de X.

Preuve : Document de cours.

On a montré que R est une relation d’équivalence sur R%. Donc

RZ/R: {[a:] ‘ T ERQ}

est une partition de R?

Exercice 3. On définit sur Z x Z* la relation binaire sur R par
V((a:b); (wiy) € (Zx Z*)?, (a:b) R (w;y) <= ay=bx

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. On note (a;b) la classe d’équivalence de (a;b). Déterminer les classes (0;1), (0; —1), (n;1) et (6;2).

Correction de 1’exercice 3.

1. Montrons que R est réflexive. Montrons que R est symétrique. Soit

Soit (a;b) € Z x Z*. On a ((a;b) s (z;9)) € (Z x Z*)? tel que (a;b) R (x;y).
ab = ba (a;0) R (z;y) = ay = bx
= zb=ya

Donc (a;b) R (a;b) c’est a dire que R est réflexive.
= (2;9) R (a;b)

Donc R est symétrtique.
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Montrons que R est transitive.

Soit ((a;b); (x1y); (o B)) € (Z x Z*)? tel que (a;b) R (z;y) et (z39) R (o; 8) On a

@BR(@Y) o (¥R (06 = ay=br et 26 =yo
= ayxf = brya
= afzxy = baxy
= afzy —baxry =0
= (af —ba)zy =0
= af—ba=0 ou zy=0
= af=ba ou =0 car y € Z*

Il reste donc a étudier le cas = 0.

(@ D) R (z;y) et (z;9)R(a;B8) et x=0 = (a;0) R (0;y) et (0;9) R (e )
= ay=bx0 et 0x =y«
= ay=0 et 0=y«

= a=0¢e¢t 0=« car y€Z*

Donc le cas £ = 0 se limite aux cas a =0 et a = 0.

(a;0) R (z5y) et (z59)R(e;8) et a=0 et =0 et a=0 = (0;0)R(0;y) et (0;y)R(0;5)
— Oxy=bx0et OxB=yx0
= 0xf8=0bx0
= aff = ba
= af = ba

Donc dans tous les cas on a
(@;0) R (z3y) et (z3y)R(a;8) = aff = ba
= af = ba

= (a;0) R (; )

Donc R est transitive.

On a montré que R est réflexive, symétrique et transitive, donc par définition, R est une relation d’équivalence.

2. Déterminons les classes (0;1), (0;—1), (n;1) et (6;2)

(0:1) = {(a;b) € Z x Z* | (0;1) R (a;b)} (0:-1) = {(a:b) € Z x 2" | (0;~1) R (a:b)}
={(a;b) |0b=1a et a€Z et beZ"} ={(a;0) | 0b=—1a et a €Z et beZ"}
={(a;b) |a=0 et a€Z et beZ*} ={(a;b) |a=0 et a€Z et beZ"}
={(a;b) | a € {0} et beZ"} ={(a;b) | a € {0} et beZ"}
= {0} x 2~ ={0} x Z*
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Soit n € Z

(n;1) ={(a;0) € Z x Z* | (n;1) R (a;b) } (6;2) = {(a;b) € Z x Z* | (6;2) R (a; b)}
={(a;b) [ nb=1a et a€Z et beZ"} ={(a;b) | 6b=2a et a€Z et beZ"}
={(a;b) |[a=nb et a€Z et be L} ={(a:b) |a=3b et a€Z et beZ*}
={(nb;b) | beZ"} ={(3b;b) | beZ"}
={b(n;1) | beZ"} ={b(31) [beZ"}
= Vect (n; 1) \ {(0;0)} Vect (3;1) \ {(0;0)}

Exercice 4. On note D la relation définie sur N* par
¥ (m;n) € N**, mDn <= m divise n

1. Montrer que D est une relation d’ordre.

2. D est-elle une relation d’ordre total ?

3. Représenter par un diagramme Pensemble {2, 3, 6,21, 42} ordonné par D.

4. N* muni de la relation D possede-t-il un plus petit élément ? Un plus grand élément ?

5. Déterminer les éléments minimaux de N*\ {1}.

Correction de 1’exercice 4.

1. Montrons que D est réflexive.

Soit m € N* On a

m=1xm = JkeN, m=kxm
— m divise m

— mDm

Donc D est réflexive.

Antisymétrie | Montrons que D est antisymétrique.

Soit (m;n) € N*2,

mDn et nDm = m divise n et n divise m
— dkieN, n=km et ks € N, m = kon
dk1, ko €N, n=kim et m = kon
dki1, ke € N, n=kikan et m = kon

Hkl,kQEN, 1 =FKky et m=kon

E”{Jl,k‘gEN, kiko =1 et ko <kiko et k1 < kiks et m = kon

—
—
—
= Jk1,ko €N, kiko=1 et 1<k et 1<ky et m=kaon
=
— Jk1,ko €N, kiko =1 et ko <1 et k1 <1 et m=kon
—

k1, ko €N, kiko =1 et ko <1< ky et k1 <1<k et m=kon
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— Hkl,k‘gEN, kiko =1 et ko=1 et k1 =1 et m =kon

— m=n

Donc D est antisymétrique.

Transitivité | Montrons que D est transitive.

Soit m,n,p € N*. On a

mDn et nDp = m divise n et n divise p

= Jdki eN, n=km et Jky €N, p=kon

= Jdk1,ko €N, n=km et p=kokim
— JdkeN, p=km

= m divise p

= mDp

Donc D est transitive.

On a montré que D est réflexive, antisymétrique et transitive, donc par définition, D est une relation d’ordre.

2. | Totalité | Montrons que D n’est pas total. C’est a dire

D n’est pas total <= — (D est total)
= - (V(m;n) e N*?, mDn ou an)

<~ J(m;n) € N*?, mPn et nPm

Soit m = 2,n = 3. Comme 2 et 3 sont premiers entre eux, 2 ne divise pas 3 et 3 ne divise pas 2. Donc
273 et 392

Donc D n’est pas total.

3. Pour représenter un diagramme il faut d’abord déterminer les éléments en relations entre eux.
6=2x3 = 2D6

En appliquant le méme résonnement on obtient

2D6 6D42 2D42
3D6
3D21 21D42 3D42

Donc la représentation par le diagramme de Hasse de I’ensemble {2;3;6;21;42} ordonné par D est

42

(1\21
N
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4. Soit n € N*. Montrons que (N*; D) n’admet pas de plus grand
élément.
n=1ln — JkeN, n=1k

Supposons par I'absurde qu’il existe M € N* tel
= 1 divise n

que
= 1Dbn Vn € N*, nDM
Donc
c’est-a-dire que M est un multiple de tout entier
Vn € N*, 1Dn
naturel non nul.
Donc 1 est le plus petit élément de (N*; D). En particulier, M + 1 € N* donc (M + 1)DM, ce

qui signifie que M + 1 divise M.
OrM+1>M >0,
donc M + 1 ne peut pas diviser M.

C’est une contradiction.

Donc (N*; D) n’admet pas de plus grand élément.

5. Soit m € N*\ {1}.

m minimal = (Vn € N*\ {1}, nDm = n=m)
= m ne peut étre divisé que par lui-méme
= m est un nombre premier

— meP

Donc 'ensemble des éléments minimaux de N* \ {1} est ’ensemble des nombres premiers P.
Exercice 5. La relation «divise» est-elle une relation d’ordre sur Z* 7 Si oui, 'ordre est-il total ?

Correction de 1’exercice 5.

La relation «divise» n’est pas une relation d’ordre sur Z* car elle n’est pas antisymétrique.

En effet, soient m =1 et n = —1.
m=—-1x(-1) = m=-1xn n=-1x1 = n=-1xm
= dk1 €Z, m = kin = dky €Z, n=ka xXm
— nDm — mDn
Or

1#-1 = m#n

Donc on a nDm et mDn mais m # n. Donc D n’est pas antisymétrique et donc D n’est pas une relation d’ordre.

52



Exercice 6. Ordre Lexicographique

1. On note E = [1;1]* et on définit sur E la relation
V(zy) € BV (2hsy) € B, (n3y) < (2'5y) ((x <a') ou (z=2a' et y< y'))

(a) < est-elle une relation d’ordre ?
(b) Si oui, eest-ce une relation d’ordre total ?

(¢) Représenter par un diagramme ’ensemble
{(=1;1)5(0,5;=1)5(0: 1) 5 (=1;0)5 (1;1)5(0,5;1) (=0, 5; 1) }
muni de lordre lexicographique <.

2. Représenter graphiquement 1’ordre lexicographique sur N2.

Correction de 1’exercice 6.

1. (a) Montrons que < est réflexive.

Soit (z;y) € E. Par définition de 'égalité, z =z et y =y. On a

r=z et y=y = rz=x et (y=y ou y<y)
= zrz=z et y<y
= (z<z)ou (z==z et y<y)

= (1;9) < (z3y)

Donc < est réflexive.

Antisymétrie | Montrons que < est antisymétrique.

Soient (z;y) € E et (2'5¢') € E.

(z3y) S (@5y) et (2'5y) < (2;9)
:><(as<:c’) ou (z=2a et ygy’)) et ((:17'<x) ou (' =z et y’gy))
:><(:c<ac’) et (:c/<x)> ou ((:c<ac’) et (' =1 et y’éy))
ou ((x:x' et y<y') et (x’<x)) ou ((x:ac' et y<y') et (@' =z et y’éy))
= z=a et y=1v

= (z;y) = (2";¢)

Donc < est antisymétrique.

Montrons que < est transitive.

Soient (x1;y1) € E , (x2;y2) € E et (z3;y3) € E.

(x1301) < (22392) et (z2;92) < (w3393)

= ((:El <ax9) ou (xy=1z9 et y3 < yg)) et ((1’2 <z3) ou (xa=u2x3 et ya < yg))
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= ((a:l <mg) et (z2< xg)) ou ((xl <x) et (r2=uxz3 et yo < y3))
ou ((171 =x9 et y1 <ya) et (12 < 173))
ou ((931 =29 et y1 <y2) et (za=uz3 et yo < ys))
= (z1 <x3) ou (z1<uz3 et yo<y3) ou (y1 <yz et (z1 < mg)) ou ((wl =x3 et Yy < y3))
= (z1 <x3) ou (z1<w3) ou (r1<uz3) ou (xr1=uxz3 et y; <ys)
= (1 <x3) ou (v1=ux3 et y3 <ys3)

= (z1;91) < (23;93)

Donc < est transitive. R

On a montré que < est réflexive, antisymétrique et transitive, donc par définition, < est une relation

d’ordre.

(b) Montrons que < est total.
Soient (x;y) € E et (a;b) € E.

Pour soulager la reflexion, posons les propositions suivantes :

A:xz<a B:z=a C:a<ux

D:y<b E:y=0b F:b<y
On obtient donc

(x<a ou x=a ou a<z) et (y<b ou y=b ou b<y)
= (A ou BouC) et (D ou E ou F)
:><A et (D ou E ou F)) ou (B et (D ou E ou F)) ou (C et (D ou E ou F))

= A ou (B et (DoquuF))ouC’

= A ou

(
= A ou (Bet (DoququuF)) ou C
(B et (D ou E)) ou (B et (E ou F))) ou C
(

— A ou (B et (D ou E)) ou C ou (B et (E ou F))
— (A ou (B et (D ou E))) ou (C ou (B et (E ou F)))
:><(:v<a) ou (z=a et (y<b ou y:b)))

ou ((a<x) ou (:c:a et (y=>b ou b<y))>
:><(x<a) ou (z=a et yéb)) ou ((a<x) ou (a=uz et b<y))

= (7;9) < (a;0) ou (a;b) < (z;9)

Donc

V(x;y) € B,V (a;b) € E, (x;y) < (a;b) ou (a;0) <X (2;9)

Autrement dit, la relation d’ordre < est total.
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(¢) Pour représenter un diagramme il faut d’abord déterminer les éléments en relations entre eux. Par exemple

~1<0,5 = (-1<0,5) ou (-1=0,5 et 1<—1)

= (—1;1) < (0,5;—1)

Ou encore

—1=-1¢e 0<1 = (-1<—-1) ou (-1=-1 et 0<1)

= (-1;0) < (=1;1)

En appliquant le méme raisonnement a tous les éléments de I’ensemble entre eux on obtient

(~130) < (~1:1) < (=0,5:1) < (0:1) < (0,5, ~1) < (0,5: 1) < (131)

Donc la représentation par le diagramme de Hasse de ’ensemble

{(=1;1)5(0,5;=1);(0;1);(=1;0) 5 (151) ;(0,5; 1) ; (=0,5; 1) }

muni de l'ordre < est

Note a moi-méme : Réponse a vérifier plus tard

Remarque : Aucun exemple de réponse n’a été trouvé. Donc la réponse qui suit est dii & mon intuition.

La représentation graphique de I’ordre lexicographique sur un sous-ensemble de N2 est
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(0;0) (1;0)

Exercice 7. On définite sur N? la relation < par

T1 < T2
V(z1;91) € N2V (z0;92) € N2, (21501) < (225 2) <=
Y1 < Y2

1. Montrer que cette relation est une relation d’ordre. Est-ce une relation d’ordre total 7

2. Soit A ={(2;2);(1;5);(3;0);(4;2)}. Donner un majorant et un minorant de A.

Correction de 1’exercice 7.

1. Montrons que < est réflexive.

Soit (z;y) € N2.

Donc < est réflexive.

Antisymétrie | Montrons que < est antisymétrique.

Soient (z1;91) € N? et (z2;y2) € N2

1 < 29 T2 < T
(w1591) < (22592) et (w2592) < (21;01) = et
Y1 < Y2 Y2 < Y1
1 < T2 < X1
=
Y1 < Y2 S Y1
Tr1 = T
=
Y1 =92
= (z1;01) = (z2;92)

Donc < est antisymétrique.

Transtitivité | Montrons que < est transitive.

56



Soient (w1;91) € N2, (w9;92) € N? et (z3;y3) € N2

T1 < T To < X3
(w1591) < (22592) et (w2592) < (23;y3) = et
y1 < Y2 Y2 < Y3
r1 <22 < T3
=
Y1 < Y2 S Y3
r1 < T3
=
Y1 < Y3

= (z1;91) < (z3;93)

Donc < est transtitive

On a montré que < est réflexive, antisymétrique et transitive, donc par définition, <1 est une relation d’ordre.

Totalité | Montrons que <1 n’est pas total. Autrement dit

< n’est pas total <= - (< est total)
= = (V(z1301) € N,V (32502) € N, (z1591) < (22392) ou (223%2) < (21591))

< J(z1;m1) € N2, I (225 92) € N2, (w1;91) 4 (z2552) et (z2592) 4 (21591)

Soient (z1;y1) € N? et (225 12) € N? tel que (x1;91) = (1;0) et (x2;92) = (0;1).

0<1 To < X1
—
0<1 Y1 < Y2
.’Elféifz To < 1
et
y1 < Y2 Yo L1

= (z1;91) A (z2;92) et (w2592) A (T151)

Donc <1 n’est pas total.

2. (m,n) € N? est un minorant si

V(z;y) € A, (m;n) < (x;y)

(M, N) € N? est un majorant si
V(z;y) € A, (z39) < (M;N)

On remarque que

0 4

N

1

N

2

N

3

N
N

5

0<0<2K<2L5LKH
Donc (0;0) est un minorant de A et (5;5) est un majorant de A.

Exercice 8. Soit < la relation sur N définie par :
VeeNVyeN, gy < ((x:y)\/(y<x<100))
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1. Montrer que < est une relation d’ordre sur N. Est-ce une relation d’ordre total ?

2. Soit E = {3;4;55;6;10;92}. Donner le plus grand et le plus petit élément de I’ensemble E pour la relatio <.

Correction de 1’exercice 8.

1. Montrons que < est réflexive.

Soit « € N. Par définition de 1’égalité, z = x.

r=z = ((x:x)\/(zgzglOO))

— =T

Donc < est réflexive.

Antisymétrie | Montrons que < est antisymétrique.

Soient x € N et y € N.

:i(x:wv(«y<x<mmAw:xDv«y<x<mmAu<y<1m0)
. (xy)v<((y:c>)v<x<y<x<100>
= (z=y)V(y=2)V(z=y)

— rT=y

Donc < est antisymétrique.

Montrons que < est transitive.

Soient x € N,y € Net z € N.
(rx)Ay<2) = (@

— <(:c=y)/\((y=Z)V(Z<y<100))

~
8
[
X
<
0
N
8
N
-
)
=
N—

Ll
)
[
X
<
~
N
8
N
3
<
~

Donc < est transitive.

On a montré que < est réflexive, antisymétrique et transitive, donc par définition, < est une relation d’ordre.
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< n’est pas total car 101 et 102 ne sont pas comparable. En effet,
(101 # 102) A (101 < 102 £ 100) = (101 £ 102) A (102 £ 101)
2. Il faut déterminer les éléments en relation entre eux.

3<4<6<10<55<92 = 3<4<6<10<55<92<100
— (92=55=10=6=4=3)V (3<4<6<10<55< 92< 100)

— 92<55<10<6<4<3

Donc le plus petit élément de 'ensemble E par la relation < est 92 et le plus grand élément de F est 3.
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TD n° 5

Groupes

Exercice 1. Soient (F;T) et (E';T") deux ensembles munis d’une loi de composition interne et soit f: E — E’ un
morphisme surjectif de (F;T) dans (E';T").
1. Montrer les implications suivantes :
(a) T associative = T" associative.
b) T admet un élément neutre = T” admet un élément neutre.
¢) Tout élément de F admet un symétrique pour T = Tout élément de E’ admet un symétrique pour 7".

2.

)
(b)
(c)
(d) T commutative = T’ commutative.
(a) Montrer que si (E;T) est un groupe, alors (E’';T") aussi.
(b)

b) Montrer que si de plus (E;T) est abélien, alors (E’;T") aussi.
Correction de ’exercice 1.
1. (a) T associative sur £
= Va,y,z € E, (a«Ty)Tz= 2T (yTz)
= Va,y,z € E, f((aTy)Tz)= f (2T (yTz))

f morphisme Vo,y,z € E, f(xTy)T'f(2) = f(x)T'f (yTz)

T ey, z e By (F@) T )T (2) = F @) T'(F ) T' (2)
f surjective Va,y 2 € E, (f (z)T'f (y))T f(z)=f(x)T (f ) T'f (z)) A (f surjective de E dans E')

— (Vewse B (f@TI )T O = OT (0T ()
A (Yabie € B 30,84 € B, f(a) =anf(8)=bAf(7) = c)
— Va,y,z € E,Va,b,c € E',30,5,7 € E, ((f(x)T’f(y))T’f(z):f(x)T’(f(y)T’f(z))>
Af@) =anf@B)=brf()=c)
DT = DT (10T () )
Af@=anf@B=brf)=c)
DTG = DT (10T ()
A=A (@) =anf(B) =bAf()=c)
— Va,b,c€ F',30,8,7 € E, ((f ()T (B))T'f () = F () T'((B)T'f <v>))
Afl@)=anfB)=brf()=c)

— Va,b,c€ E'\Vz,y,z € E,Jo, 8,7 € E, ((f(
— Va,b,c€ F',3r,y,z € E,Jo,B,7 € E, (f(
=)

ANz=a)A(y

Va,b,c € E', (aT'b)T'c = aT" (bT"¢)

I

T’ associative sur E’

I

(b) T admet un élément neutre sur £
= Jec€ EVzx e E, (aTe=2z)N(eTz=x)

— Jec BNz € E, (f (zTe) = f(2)) A(f (eTx) = f (2))
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f morphisme
—

I

—
—
=
—

f surjective
—

Se € BVa, € B, (f@)T'f(e) = £ (@) A (F () T'f (2) = f ()

Je € B, Je € BNz, € B, (f(@)T'f(e) = f @) A (f(e)T'f (x) = f (2)) A (f (e) =€)
3¢ € B'\Va,€ E, (f(x)T'e = f () A (T f () = f (x))

3¢ € BV (@), € F(B), (f@)T'¢ = f (@) A (€T'f () = f ()

3¢’ € E'\Vy,€ f(E), (yT'e =y) A (T'y =y)

e € E'\Vy,e{beE' |JacE, b= f(a)}, (yI'd =y) A (T'y=y)

de' € E'\Wy, € E', (yT'e' =y) A (eT'y =vy)

—> T’ admet un élément neutre sur E’

Tout élément de E admet un symétrique pour T'
= JecENVzeE,Jyeck, (aTy=e)A(yTz=c¢e)
= Jec€ EVxe E,JyeF, (f(xTy) = f(e)) A (f(yT;l:) = f(e))

= 3 € E'\Vze E,Jyec E, (f(aTy)=¢)A(f(yTz)=¢)

f morphisg 36/ c E’,VI c E, 3y c E, (f (CL‘) T’f (y) — e/) A (f (y) T’f (3'3) = e’)

Jsuriective g0 ¢ E'Na' € B\ 3y € E', (2T'y =€) A (yT'z' =€)

= Tout élément de E’ admet un symétrique pour T’

T comutative sur £ = Vx,y € E, 2Ty =yTx

= Vz,y € B, f(2Ty) = f(yTz)

f morphisme

= Va,y € E, f@)T'f(y)=f)Tf(z)
f surjectgg

V.’I?/,y/ c E/, x/T/y/ — y/T/x/

— T’ comutative sur E’

Va,y,z € E, (2Ty)Tz=aT (yTz)

(E5T) est un groupe = { 3Je e E,Vz € E, (2Te =) A (eTz = z)

Jee ENe e E,Fye E, (xTy=e)N (yTz=¢e)

Va,b,c € E', (aT'b)T"c = a1’ (bT"¢)

dapres Je' € E'\Vy,€ E', (yT'e' =y) A (e T'y =y)

Je' € E'\V2' € E',Jy € E', (2'T'y' =€) A (yT'z' =€)
= (E';T")T est un groupe

(E;T) est un groupe
(E;T) est un groupe abélien =

T comutative sur F

/. /
d,apréset (E';T") est un groupe

T’ comutative sur F

= (E';T")T est un groupe abélien
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Exercice 2. Montrer que la relation ~ définie par : G ~ H < G est isomorphe a H, est une relation d’équivalence

sur tout ensemble de groupes.

Correction de ’exercice 2.

Montrons que =~ est réflexive.

Soit G un groupe. Considérons I'application identité Idg : G — G définie par = +— x.
Idg est bijective (par définition de l'identité).

De plus, Idg est un morphisme de groupes car pour tous z,y € G :
ldg(z-y) =2y =1dc(z) - Ida(y).

L’application Ids est donc un isomorphisme de G vers lui-méme, ce qui prouve que G ~ G. La relation est réflexive.
Montrons que ~ est symétrique.

Supposons G ~ H.

Donc G est isomorphe a H. Donc il existe donc un isomorphisme f: G — H.

Comme f est bijective (par définition d’isomorphisme), il existe I'application réciproque f~! : H — G qui est
également bijective (propriété du théoréme de l'inverse bijectif 2.3.4 du cours).

Montrons que f~! est un morphisme de groupes.

Soient u,v € H. Puisque f est surjective, il existe x,y € G tels que u = f(z) et v = f(y). On a :

= f(z-y) (car f est un morphisme)

L’application f~! est donc un isomorphisme de H vers G, ce qui prouve que H ~ G. La relation est symétrique.

Transitivité | Montrons que ~ est transitive.

Supposons G ~ H et H ~ K. Il existe donc des isomorphismes f: G — Het g: H— K.
La composée go f : G — K est bijective, car la composée de deux bijections est une bijection.

Montrons que g o f est un morphisme de groupes. Pour tous =,y € G :

(gof)(x-y)=g(f(z-y))

g(f(x)- f(y)) (car f est un morphisme)

=g(f(z)) - 9(f(v)) (car g est un morphisme)
= (g0 f)(@) (g0 F)y)-

La composée g o f est donc un isomorphisme de G vers K, ce qui prouve que G ~ K. La relation est transitive.

Conclusion : La relation ~ est réflexive, symétrique et transitive sur tout ensemble de groupes. C’est donc bien une

relation d’équivalence.
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Exercice 3. Sous-groupes de Z.
On rappelle que (Z, +) est un groupe abélien. On s’intéresse dans cet exercice a la forme de ses sous-groupes.
1. Soit k € Z, on note kZ = {kn;n € Z}. Montrer que kZ est un sous-groupe de Z.
2. Soit G un sous-groupe de Z.
(a) Montrer que si k € G, alors kZ C G.
(b) Soit k = min{¢ € N*,¢ € G}. Montrer que G = kZ.
3. Conclure sur les sous-groupes de Z, et montrer que tous les sous-groupes de Z sont isomorphes, en dehors du

sous-groupe {0}.

Correction de ’exercice 3.
1. Soit k € Z. Montrons que kZ est un sous-groupe de (Z,+).
Non-vide : 0 =k x 0 € kZ, donc kZ # {.

Stable par addition : Soient x,y € kZ. Alors In,m € Z tels que x = kn et y = km.
x4+y=kn+km==k(n+m)

Comme n+m € Z,on a xz +y € kZ.

Stable par passage a I’opposé : Soit « € kZ. Alors dn € Z tel que = = kn.
—z = —(kn) = k(—n)

Comme —n € Z, on a —x € kZ.
Donc kZ est un sous-groupe de (Z,+).
2. Soit G un sous-groupe de Z.
(a) Soit k € G. Montrons que kZ C G.

Soit & € kZ. Alors In € Z tel que x = kn.

— Sin>0,alorsz=k+k+---+ k. Comme G est stable par addition et k € G, on a x € G.
L —

n fois

— Sin<0,alorsx =—(k+k+---+ k). Comme G est stable par addition et passage & ’opposé, on a
—_——

|n| fois

r € G.

Donc kZ C G.
(b) Soit k = min{¢ € N* £ € G}. Montrons que G = kZ.
D’apres la question précédente, comme k € G, on a kZ C G.

Réciproquement, soit x € G. Effectuons la division euclidienne de = par k :
dgeZ,dr e N, x=kq+r avec 0<r<k

Comme x € G et kq € kZ C G, et que G est un sous-groupe, on a r =z — kq € G.

Or 0 < r < k et k est le plus petit élément strictement positif de G. Donc nécessairement r = 0.
Ainsi x = kq € kZ. Donc G C kZ.

Finalement, G = kZ.
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3.

Conclusion : Les sous-groupes de Z sont exactement les £Z pour k € N.
Isomorphisme : Soient kZ et mZ deux sous-groupes non nuls de Z (avec k,m € N*).

Considérons lapplication f : kZ — mZ définie par f(kn) = mn pour tout n € Z.

— f est bien définie : si kn = kn’, alors n = n’ (car k # 0), donc mn = mn/'.
— f est un morphisme : f(kn + kn') = f(k(n+n')) = m(n+n') = mn +mn’ = f(kn) + f(kn').

— [ est bijective : 'application réciproque est g : mZ — kZ définie par g(mn) = kn.

Donc tous les sous-groupes non nuls de Z sont isomorphes entre eux (et isomorphes & Z).

Exercice 4. Soit n € N*. On rappelle que (Z, +) est un groupe abélien et que nZ est un sous-groupe de Z.

1.

3.

Montrer que xRy <= x —y € nZ définit une relation d’équivalence sur Z, et qu’elle est égale a la relation de

congruence modulo n. On note Z/nZ I'ensemble quotient Z/R. Pour tout k € Z, on note k sa classe.

. Définir une lci sur Z/nZ, notée aussi +, telle que (Z/nZ,+) soit un groupe (ou telle que k& — k soit un

morphisme).

Vérifier que (Z/nZ,+) est abélien.

Correction de 1’exercice 4.

1.

Montrons que R est une relation d’équivalence sur Z.

Réflexivité : Soit t € Z. Onax—x=0=n x 0 € nZ, donc zRx.

Symétrie : Soient x,y € Z tels que zRy. Alors x — y € nZ, donc Ik € Z tel que x — y = nk. Alors
y —x = —nk = n(—k) € nZ, donc yRz.

Transitivité : Soient x,y, z € Z tels que xRy et yRz. Alors x —y € nZ et y — z € nZ, donc 3k, k' € Z tels que
x—y=nkety—z=nk'. Alorsz—z=(z—y)+ (y— 2) =nk+nk' =n(k+ k') € nZ, donc zRz.

Donc R est une relation d’équivalence.

De plus, 2Ry <= z—y€enZ < Ik € Z,x—y=nk < x =y (modn). Donc R est la relation de

congruence modulo n.

. Définissons la loi + sur Z/nZ par :

T+y=x+y pourtousz,y€EZ

Bien définie : Soient x,2',y,y’ € Z tels que T = 2/ et j = ¢/. Alors 2 = 2’ (mod n) et y =y’ (mod n), donc
z4+y=2"4+y (modn). Ainsi z +y = 2’ + ¢/, donc la loi est bien définie.

Structure de groupe :

— Associativité : (Z+7)+zZ=z+y+z=(r+y)+z=2+(y+2)=T+y+z2=T+ (T+2).

— Elément neutre : 0 est I'élément neutre car T+ 0=z + 0 = 7.

ol

— Symétrique : Pour tout T, son symétrique est —z car T + —z =z + (—x) =

Donc (Z/nZ,+) est un groupe.

. Le groupe (Z/nZ,+) est abélien car pour tous z,y € Z :

T+Yy=x+y=y+r=y+7x

<

car ’addition dans Z est commutative.
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Exercice 5. Morphismes de (Z, +).
1. Montrer que si f est un homomorphisme de (Z, +), alors f(Z) = f(1)Z.

2. Déterminer la forme des homomorphismes du groupe (Z, +). Quels sont ceux qui sont injectifs ? Surjectifs ?

Correction de 1’exercice 5.

1. Soit f :Z — G un homomorphisme de groupes (ot G est un groupe noté additivement).

Soit z € Z. Alors :

— Siz20, f(x)=fA+---4+1)=f1)+---+ f(1) =xf(1).
z fois x fois

— Stz <0, f(z) = f(=(-2)) = = f(=2) = =((=2) f(1)) = «f(1).
Donc pour tout x € Z, f(z) = zf(1).
Ainsi, f(Z) ={zf(1) |z € Z} = f(1)Z.
2. D’aprés la question précédente, tout homomorphisme f : Z — G est de la forme f(z) = z.f(1) pour tout z € Z.

Réciproquement, pour tout a € G, l'application f, : Z — G définie par f,(x) = za est un homomorphisme car :
faz +y) = (x+y)a=ratya= fu(x) + fuly)

Injectivité : f est injective <= Ker(f) = {0}.

Or Ker(f) ={z €Z|zf(1) =0}

— Si f(1) est d’ordre infini dans G, alors f(1) =0 <= x =0, donc f est injective.

— Si f(1) est d’ordre fini n dans G, alors Ker(f) = nZ # {0}, donc f n’est pas injective.
Surjectivité : f est surjective <— f(Z) =G < f(1)Z =G <= G est monogene (engendré par f(1)).

Exercice 6. 1. Montrer que (R, +) et (R%, x) sont isomorphes.
2. Montrer que 22 = 2 n’a pas de solution dans Q.

3. En déduire que (Q, +) et (Q7, x) ne sont pas isomorphes.

Correction de 1’exercice 6.

1. Considérons I'application exponentielle exp : R — R .

— exp est un morphisme : exp(z + y) = exp(x) exp(y) pour tous z,y € R.

— exp est bijective (c’est un résultat d’analyse).

Donc (R, +) et (R%, x) sont isomorphes.

2. Supposons par I'absurde qu'’il existe z € Q tel que 2% = 2.
On peut écrire x = % avec p,q € Z, q¢ # 0, et pged(p, q) = 1.
Alors ’qj—z =2, donc p? = 2¢>.
Ainsi p? est pair, donc p est pair. Ecrivons p = 2k avec k € Z.
Alors (2k)? = 2¢2, donc 4k? = 2¢?, donc ¢* = 2k2.
Ainsi ¢? est pair, donc g est pair.

Mais alors p et ¢ sont tous les deux pairs, donc pged(p, ¢) = 2, ce qui contredit pged(p, q) = 1.

Donc 22 = 2 n’a pas de solution dans Q.
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3. Supposons par 'absurde qu'il existe un isomorphisme f : (Q,+) = (Q%, x).
Soit @ = f(1) € Q. Alors pour tout « € Q, f(z) = a” (en adaptant la preuve de I'exercice 5.5).
En particulier, f (%)2 =f(3+3)=f1)=a
Donc f (1) est une solution de 2? = a dans Q7.
Mais d’apres la question 2, si a = 2, cette équation n’a pas de solution dans Q.

Contradiction. Donc (Q, +) et (Q7, x) ne sont pas isomorphes.

Exercice 7. Sur I'ensemble R\ {1}, on consideére la loi : x xy = o +y — xy, ¥(z,y) € (R\ {1})2. Montrer que * est

une loi de composition interne. (R \ {1}, %) est-il un groupe ?

Correction de ’exercice 7. Loi de composition interne : Soient z,y € R\ {1}.
Supposons que x xy =1. Alors z +y —2zy=1,donc x +y —xy — 1 =0, donc (z — 1)(1 — y) = 0.
Donc x =1 ou y = 1, ce qui est absurde.

Donc z xy # 1, donc z xy € R\ {1}.

Ainsi * est une loi de composition interne sur R\ {1}.

Structure de groupe :

— Associativité : Soient z,y,z € R\ {1}.

(rxy)xz=(@+y—wy)rz=(@+y—zy)+z - (r+y—ay)z

=r+yYy+z—ITY—TZ— Yz +ITY2

rx(yxz)=zx(y+z—-yz)=a+y+z-yz) —xly+z-y2)

=r+y+z—yz—aYy — T2+ Y2

Donc (zxy) * 2z =z * (y * 2).

— Elément neutre : Cherchons e € R\ {1} tel que = * e = = pour tout z.
rxe=x < r+e—ze=1 <= e(l—x)=0

Comme ceci doit étre vrai pour tout x # 1, on doit avoir e = 0.
Vérifions : 40 =2+0—2zx0=2et0xx=04+2—-0x 2 ==
Donc 0 est I’élément neutre.

— Symétrique : Soit © € R\ {1}. Cherchons 2’ € R\ {1} tel que z * 2’ = 0.

T
r—1

rxx' =0 < 242 —22' =0 < '(1—2)=—2 < 2’ =

Comme z # 1, on a 2’ € R. De plus, si ' = 1, alors %5 = 1, donc & = 2 — 1, donc 0 = —1, absurde.
Donc 2’ = %5 € R\ {1} est le symétrique de x.
Donc (R \ {1}, *) est un groupe.
Exercice 8. Soit X un ensemble. On munit ensemble P(X) des parties de X de la différence symétrique A définie

par AAB = (A\ B)U (B \ A). Montrer que (P(X),A) est un groupe abélien.
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Correction de ’exercice 8. D’apres l'exercice 3.4 du TD3, on a montré que pour toutes parties A, B,C de FE :
— AA(BAC) = (AAB)AC (associativité)
— AAB = BAA (commutativité)
De plus :
— Elément neutre : AA) = (A\P)U D\ A) =AU = A.
Donc ) est I’élément neutre.
— Symétrique : AAA = (A\A)U(A\A)=0uUd=0.
Donc chaque élément est son propre symétrique.
Donc (P(X),A) est un groupe abélien.
Exercice 9. Soient (G,x) et (H,-) deux groupes et f : G — H un morphisme.
1. Montrer que Ker(f) est un sous-groupe de G et f(G) un sous-groupe de H.
2. Montrer que f est injective si et seulement si Ker(f) = {e} ou e est ’élément neutre de G.
3. Montrer que pour tout z,y € G, f(x) = f(y) < x*y ! € Ker(f).

4. Montrer que la relation définie par 2Ry <= f(x) = f(y) est une relation d’équivalence sur G. Pour tout

r € (G, on notera T la classe de .
5. Montrer que f : G/R — H, T+ f(x) est une application bien définie. Que vaut ?71({6/}) ol €’ est 1’élément

neutre de H ?

Correction de I’exercice 9. Notons e I’élément neutre de G et ¢’ celui de H.
1. Ker(f) est un sous-groupe de G :
Rappel : Ker(f) ={z € G| f(z) =¢€'}.
— f(e) =€ (car f est un morphisme), donc e € Ker(f). Ainsi Ker(f) # 0.
— Soient z,y € Ker(f). Alors f(x) =€’ et f(y) =¢€.

flaxy)=f(z)- fly) =€ =¢

Donc z * y € Ker(f).
— Soit z € Ker(f). Alors f(z) =¢€'.

Donc 27t € Ker(f).

f(G) est un sous-groupe de H :

— fle) =¢ € f(G), donc f(G) # 0.
— Soient u,v € f(G). Alors Az, y € G tels que u = f(z) et v = f(y).

u-v=f(z)- fly) = flzxy) € f(G)

— Soit u € f(G). Alors 3z € G tel que u = f(x).



2. Injectivité :
(=) Supposons [ injective. Soit x € Ker(f). Alors f(z) = ¢/ = f(e). Comme f est injective, x = e. Donc
Ker(f) = {e}.
(<) Supposons Ker(f) = {e}. Soient x,y € G tels que f(z) = f(y). Alors f(z)- f(y)~! =€, donc f(z*xy 1) =€

1

Donc z *y~! € Ker(f) = {e}, donc z * y~! = ¢, donc & = y. Ainsi f est injective.

3. Soient z,y € G.

4. Relation d’équivalence :
— Réflexivité : f(x) = f(z), donc zRx.
— Symétrie : Si 2Ry, alors f(x) = f(y), donc f(y) = f(x), donc yRx.
— Transitivité : Si xRy et yRz, alors f(z) = f(y) et f(y) = f(2), donc f(z) = f(z), donc zRz.
Donc R est une relation d’équivalence.
5. Application bien définie :

Soient x,y € G tels que T =

B
Donc f(7) = f(z) = f(y) = f(¥
Ainsi f est bien définie.

Alors xRy, donc f(x) = f(y).
)

Image réciproque de ¢’ :
T '({e)={zeG/R|T@) =¢}={T€G/R| [(x) =¢} = {T € G/R |z € Kex(f)}

C’est 'ensemble des classes des éléments du noyau, c’est-a-dire la classe de e : € = Ker(f).

Exercice 10. Pour r > 0, on note U, ’ensemble des nombres complexes de module 7.
1. Vérifier que U; est un sous-groupe de (C*,-).
2. Etant donné r > 0, U, est-il un groupe ?

3. Vérifier que f: R — Uy, t — 2™ est un morphisme de groupes surjectif. Quel est son noyau ?

Correction de 1’exercice 10.

1. Uy ={z€C"||z| =1}
— 1 €U car |1] =1, donc U; # 0.

— Soient z,2" € Uy. Alors |z| =1 et || = 1.
|22/ | = z||Z | =1x1=1
Donc 22’ € Uj.

— Soit z € Uy. Alors |z] = 1.

Donc z~! € Uj.
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Donc U; est un sous-groupe de (C*,-).

2. Soit r > 0. U, ={z€C||z| =7}
Sir#1,alors1¢ U, (car |[1|=1#r).
Donc U, n’est pas un sous-groupe de (C*,-) si r # 1.
Sir =1, on avu que Uy est un groupe.

3. Soit f: R — U; définie par f(t) = e,

— Morphisme : Pour tous ¢,#' € R :
f(t + t/) — eQiTr(t+t') — eEiTrt€2i7rt/ _ f(t)f(t/)

— Surjectivité : Soit z € U;. Alors |z| = 1, donc on peut écrire z = ¥ avec 6 € R.
Posons t = . Alors f(t) = e2im oy — et — 5,
Donc f est surjective.

— Noyau :

Ker(f) = {t e R|e*™ =1}
= {t e R| 2nt € 277}

={teR|teZ}=Z

Exercice 11. Soit n € N*.
1. Montrer que I’ensemble R,, des racines n-iémes de I'unité dans C forment un sous-groupe de (Uy,-). Quel est
son ordre ?

2. Vérifier que f: Z — R, k — e est un morphisme de groupes surjectif. Quel est son noyau?

Correction de 1’exercice 11.
1. R,={z€C| 2" =1}

— 1" =1, donc 1 € R,. Ainsi R,, # 0.

— Soient z,2" € R,,. Alors 2" =1 et (2/)* = 1.
(22" =2"()"=1x1=1

Donc z2' € R,,.

— Soit z € R,,. Alors 2" = 1.

Donc z~! € R,,.

Donc R,, est un sous-groupe de (Ui, -).

. PN o 2 . N . 2inmk
Ordre : Les racines n-iémes de 'unité sont les solutions de z™ = 1, c’est-a-dire z = e » pour k € {0,1,...,n—1}.

Donc card(R,,) = n.

2ink

2. Soit f:Z — R, définie par f(k) =e"n .
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— Morphisme : Pour tous k, k' € Z :

2im(k+k') ink  2imk’
Flh+k)=em— =™ = f(k)f(K)
— Surjectivité : Soit z € R,,. Alors z = e“%" pour un certain k € {0,1,...,n—1}.

Donc f(k) = z, donc f est surjective.

— Noyau :

Ker(f) = {k€Z|e2iﬁrk :1}
2
:{k‘EZ|ZkEZ7TZ}

={keZ|kenZ}=nZ

Exercice 12. Soit G un groupe et soient GG; et G5 deux sous-groupes de G.

1. Montrer que G1 N G est un sous-groupe de G.

2. Montrer que G; U G5 est un sous-groupe de G si et seulement si G; C G ou Gy C Gy.

Correction de ’exercice 12.
1. Notons e I’élément neutre de G.

— e € Gy et e € Gy (car G1 et G2 sont des sous-groupes), donc e € G N Ga.

— Soient z,y € G1 NGs. Alors z,y € Gy et x,y € Gs.
Comme G est un sous-groupe, zy € G;. Comme G5 est un sous-groupe, xy € Gs.
Donc zy € G1 N Gs.

— Soit x € G1 N Ga. Alors ¢ € G et x € Gs.
Comme G, est un sous-groupe, £~ ! € G;. Comme G5 est un sous-groupe, £~ € Gs.

Donc 27t € G1 N Gs.

Donc G; NG5 est un sous-groupe de G.
2. (<) Si G C Go, alors G; U G2 = G5 qui est un sous-groupe.
Si Gy C Gy, alors G; U G2 = G7 qui est un sous-groupe.
(=) Supposons que G1 U G2 est un sous-groupe de G.
Supposons par I’absurde que G1 ¢ Gy et Gy ¢ Gj.
Alors 3z € G1 \ Go et Jy € Go \ Gi.
Comme z € G C G1 UGy et y € Go C Gy U Ga, et que G1 U G5 est un sous-groupe, on a zy € G; U Gs.
Donc zy € G ou zy € Ga.
— Si 2y € Gy, alors comme = € G, on a 7! € Gy, donc y = 7! (2y) € Gy, absurde.

— Si 2y € G, alors comme y € Go, on a y~! € G, donc x = (zy)y~! € Ga, absurde.
Contradiction. Donc G1 C G ou Gy C Gj.

Exercice 13. Soit (G,-) un groupe et a € G.

1. Montrer que I'application f : G — G définie par f(z) = awza™! est un automorphisme de G.

2. Déterminer f—1.
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Correction de 1’exercice 13.

1. Soit f: G — G définie par f(z) = axa™!.

— Morphisme : Pour tous z,y € G :

1

flay) = a(zy)a™ = aza aya™" = (axa™")(aya™") = f(2)f(y)

— Bijectivité : Considérons g : G — G définie par g(z) = o~ 'za.
Pour tout =z € G :

F(9(@)) = f(a~"za) = a(a"za)a" = (aa~")z(aa") = @

9(f(2)) = glaza™) = a™H(aza™)a = (e~ a)z(a""a) = x

Donc g = f~!, donc f est bijective.

Donc f est un automorphisme de G (on I’appelle automorphisme intérieur).

2. D’apres la preuve précédente, f~1(x) = a~'za pour tout = € G.

Exercice 14. Soit G un groupe et e son élément neutre.

1. Montrer que si pour tout z € G, 2 = e, alors G est abélien.

2. Plus généralement, montrer que I'application & — ! est un morphisme de G si et seulement si G est abélien.

Correction de I’exercice 14.
1. Supposons que Vz € G, 2% =e.
Alors pour tout z € G,z =27 (car 2’ = e & zrx =€ < x=2a"1).
Soient z,y € G. Alors :
zy=(xy) =y a7 =y

carx=x""'et Y= y_l.

Donc G est abélien.
2. (=) Supposons que f : x + =1 est un morphisme.
Alors pour tous z,y € G :

(zy)~" = flay) = fa)fly) =2y !

1 1 1

Or (zy) ' =y lz7t doncy tz~t =a 1y L

En prenant l'inverse des deux cotés : (y~'z=!)~t = (z7 1y~ 7!, donc zy = yz.
Donc G est abélien.

(<) Supposons G abélien.

Alors pour tous z,y € G :
fley) = (zy) =y a7 =27y = f(2)f(y)

car G est abélien.

Donc f est un morphisme.
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