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Chapitre 1

Logiques Elémentaires

1.1 Introduction et lexique

1.1.1 But ducours

Le but du cours est double :
(D Acquérir le raisonnement mathématique.

(2 Maitriser le langage mathématique.

1.1.2 Objet mathématique et définition

Définition 1.1 : (Objet mathématique)
On appelle objet mathématique tous les objets qui interviennent en mathématique.

Ce sont des choses que 'on nomme et que 1'on définit par des propriétés qu'’ils satisfont.

Exemple:
¢ N est]’ensemble des entiers.

|:I ¢ Un cercle est 'ensemble des points du plan qui sont équidistants d'un point donné.

1.1.3 Enoncé mathématique
Elle consiste en la donné d'une propriété concernant des objets mathématiques.
Exemples :

(O Théoréme de Pythagore.

(@ Théoréme de Fermat :

Sin>3avecnelN, alors:

xn+yn:Zn

ne posséde pas de solutions entieres x, y, z non toutes nulles.



1.1.4 Théorie Mathématique

Définition 1.2 : (Axiome)

Un axiome est un énoncé mathématique (assertion) que I’on suppose vraie par évidence sans avoir besoin d’étre démontré.

Exemple:
Dans la géométrie dans le plan, il y a les Axiomes d’Euclide.

La construction des entiers naturels est I’Axiome de Peano.

Convention 1.3 : (Axiome du tiers exclu)

APrincipe de non-contradiction : Une assertion ne peut pas étre vraie et fausse a la fois.
— A\ Principe du tiers exclu : Si une assertion n'est pas vraie, alors elle est forcément fausse et inversement.

Autrement dit : une assertion est soit vraie, soit fausse, il n'y a pas de troisieme possibilité (d’ol1 le nom "tiers exclu") :

Schématiquement :

. Regle logique . .
Axiome ————  — Nouveau énoncé

Terminologie :
— Assertion importante — Théoréme
— Assertion moins importante — Propriété
— Assertion intermédiaire qui permet de démontrer un théoréme — Lemme

— Assertion qui découle directement d'un théoreme — Corolaire

1.2 Connecteurs logiques

Définition 1.4 : (Connecteur logique)

On appelle connecteur logique un type d’opération agissant sur les assertions pour en construire une nouvelle.

Définition 1.5 : (Logique mathématique)
On appelle logique mathématiquela description de la manipulation de ces opérations et ce, quelle que soit la véracité des

assertions simples qui la composent.



1.2.1 Table de vérité

Définition 1.6 : (Table de vérité)
On appelle table de vérité un tableau qui donne la valeur de vérité (Vrai ou Faux) d'une assertion composée en fonction des

valeurs de vérité des assertions simples qui la composent.

Exemple:
Soient P et Q deux assertions simples.

Une table de vérité de P et de Q avec un connecteur logique entre P et Q est donnée par :

P Q| PkQ
p~Q |V F V|V 2
\Vi 2 2 ou encore donnée par : V| F ?
F 22 F |V ?
F | F ?

! avec «? » a définir par V ou F selon le connecteur logique % que I'on souhaite définir.

Définition 1.7 : (Tautologie)
Une construction logique qui est foujours vraie quelque soit la véracité des assertions mises en jeu s’appelle une tautologie.

1.2.2 Enoncés équivalents
Soient P et Q deux énoncés.

Définition 1.8 : (Equivalence logique)

On dit que P et Q sont équivalents s’ils ont la méme table de vérité, autrement dit, s’ils sont tous les deux vrais, soit tous les

deux faux (on notera alors « P <= Q»).

Table de vérité :
Pl Q| P=2Q
VIV \Y%
V| F F
F |V F
I:' F | F \Y%




1.2.3 Négation

Définition 1.9 : (Négation d'une assertion)

Soit P un assertion.
On appelle négation de P, notée =P (ou «non P », ou enocre « P »), I'assertion qui est vraie si P est fausse, et fausse si P est
vraie :
P | P
V| F
Exemple :

i) P =«Tous les étudiants présents dans ’amphi auront leur année »

- P = «Il existe au moins un étudiant qui n’aura pas son année »

ii) P =«n estun entier pair »

! -P =«n est un entier impair »

Propriété 1.10 : (Double négation)

Soit P une assertion,on a:

|:I a(0P) < P

Preuve :
P ‘ -P ‘ =(mP) ‘ —-i(nP) <= P
\Y% F \' \

|:' F A\ F A\

Définition 1.11 : (Raisonnement par l'absurde)

En associant la négation et le principe de non-contradiction, on obtient le raisonnement par Uabsurde.

Pour démontrer qu'une assertion P est vraie, on suppose qu’elle est fausse, c’est-a-dire =P est vraie, et on essaie d’aboutir a

une contradiction.

Exemple :
On veut montrer que I'assertion P : « Il existe une infinité de nombres premiers » est vraie.

Rappel : p est premier si p est un entier naturel strictement supérieur a 1 qui n'admet aucun diviseur autre que 1 et
lui-méme.

Par exemple, 2,3,5,7,11,13,... sont des nombres premiers.

Preuve : On suppose que 1P est vraie, c’est-a-dire =P = « Les nombres premiers sont en nombre fini ».

Puisqu’on a un nombre fini de nombres premiers, il existe un plus grand que I’on note p.

On va considérer 'entier N=p!+1 (avec p!=px(p—-1) x(p—2) x - x4x3 x2x1).

Ona: N> p.

Par hypothese, N est plus grand que le plus grand des nombres premiers, donc N n’est pas premier.

Or tout entier s’écrit comme un produit de nombres premiers. Donc il existe un nombre premier qui divise N : absurde car
N n’admet pas de diviseurs premiers (puisque pour tout nombre premier g < p,ona g | p! donc gt p!+1 = N), donc N est

premier.

! On a donc prouvé que P est fausse, et donc que la proposition P est vraie.



Exemple :

Montrons que /2 est un nombre irrationnel.

OnrappellequeNcZcQcR.

Un nombre irrationnel est un nombre réel qui ne s’écrit pas sous la forme E avec p un entier relatif et g un entier relatif
non nul. Par exemple, 7, e, ... I

Preuve : Par 'absurde, on suppose que v/2 € @, c’est-a-dire qu'il existe deux entiers naturels p et g tels que :
V2= s telque PGCD(p;q) =1.

Ici, le PGCD(a; b) pour a et b des entiers, est le plus grand diviseur commun de a et b.
Ona:

\/Ezg donc gqv2=p

D’oi1 2 divise p?, alors on peut montrer que 2 divise p. Donc p est pair et il existe k un entier tel que p = 2k.Ona:
2q% = 2k)? =4k* dou g* =2k

Ainsi 2 divise g? et donc q est pair.
Finalement,on a:
2 divise p
PGCD(p, q) > 2
2 divise g

Absurde car par hypothese le PGCD de p et g vaut 1.

!Donc V2 n'est pas rationnel, d’ou v2 est irrationnel.

Autre type de démonstration : On « combine » la négation d'une assertion avec le principe du tiers exclu.

Exemple:
(Raisonnement par disjonction de cas)

On veut montrer que :
P: «il existe des nombres irrationnels a > 0 et b > 0 tels que le nombre a” soit rationnel »

est vraie.

Preuve : Pour démontrer que P est vraie, on va considérer I’assertion suivante :
V2 .
Q: «le nombre V2" est rationnel ».

=> On suppose que Q est vraie:
Alors v/2 v2 est rationnel et donc P est vraie car dans ce cas on peut prendre a = b = v/2 qui sont bien des irrationnels
et puisque Q est vraie, a’ = \/5\/E est rationnel.
Donc P est vraie.
= On suppose que Q est fausse, donc non Q est vraie :
Donc \/E\@ est irrationnel. Si on prend :
— a=v2"? (est irrationnel) > 0

— b=v2>0




Alors : /3
2
a’ = (\/Eﬁ) = \/52 =2

Donc ab est un rationnel.

Donc finalement P est vraie.

!Conclusion : Dans les deux cas (qui épuisent toutes les possibilités grace au tiers exclu), la proposition P est vraie.

1.2.4 Conjonction et disjonctions

Définition 1.12 : (Conjonction de deux assertions)

Soient P et Q deux assertions.
On appelle conjonction de P et Q I'assertion notée P A Q que I'on définit comme vraie si P et Q sont vrais, et P A Q fausse
dans tous les autres cas de P et Q.

Onlit« PAQ»:PetQ.

Table de vérité :
Pl Q| PAQ
VIV \Y%
V| F F
F |V F
I:' F | F F

Exemple :
Si on désigne un nombre entier n :

(» P =«nestunmultiple de 2 »
(» Q =«nestun multiple de 3 »

Alors P A Q est équivalent a I’assertion « n est un multiple de 6 ».

gl effet, n est un multiple de 2 ET de 3 si et seulement si 7 est un multiple du PPCM de 2 et 3, c’est-a-dire de 6.

Propriété 1.13 : (Idempotence de la conjonction)
Soit P une assertion. On a:

PAP < P.

Preuve :
Nous vérifions cette équivalence a I’aide d'une table de vérité.

P‘P/\P‘P/\P(:»P

\Y% \Y \%

F F \%

La colonne finale contient uniquement des Vrai, ce qui prouve que I'équivalence est une tautologie.



Définition 1.14 : (Disjonction de deux assertions)

Soient P et Q deux assertions.

On appelle disjonction de P et Q 'assertion notée P v Q que I'on définit comme vraie si au moins I'une des deux assertions
P ou Q est vraie, et P v Q fausse uniquement si P et Q sont toutes les deux fausses.

Onlit« P v Q»: P ou Q (le mot «ou» est utilisé en francais dans le sens inclusif, c’est-a-dire que si une assertion est vraie,
alors la disjonction est vraie, méme sil’autre affirmation est fausse).

Table de vérité :

L

Exemple :

momo< < |
0mo< o o0o< Qo
m < < <<

Pour un entier naturel 7 on pose :
— P =«nestpair»
— Q=«n<10»

Donc PV Q est équivalent a:

! « n est un entier pair ou n est un nombre impair inférieur ou égal a 10 »

Exemple :
Soit x un nombre réel.

«X’+2x-2>0» <= «x<-1-V3»V«x>=-1+3»
Cela revient a résoudre sur R I'inéquation :

X2 4+2x-2>0

On cherche les racines de x2 +2x -2 = 0.
OnaA=4-4x1x(-2)=12>0.

Donc on a deux racines réelles données par :

-2-V12
xj=———=-1-V3
2
-2+v12
L w=2tV12_ L3
2
Propriété 1.15 : (Idempotence de la disjonction)
Soit P une assertion. On a:
PvP < P

10



Preuve :

Nous vérifions cette équivalence a I'aide d'une table de vérité.

P‘PVP‘PVP(:)P

\% \Y \%

F F \%

La colonne finale contient uniquement des Vrai, ce qui prouve que I'équivalence est une tautologie.

Propriété 1.16 : (Associativité de la disjonction)

Soient P, Q et R trois assertions. On a :

I:I (PV(QVR)) < ((PVQ)VR).

Preuve :

(a refaire en exercice)

Nous comparons les tables de vérité des deux membres de I’équivalence.

P Q R|QVR|PVQVR | PvQ | PVQ)VR | (PV(QVR)) < (PVQ)VR)
V V V| Vv v A\ A\ A\
V V F| V v A\ A\ A\
V F V| V v \% \% \%
V F F F v v % %
F V V| V v A\ A\ A\
F V F| V v v A\ A\
F F V| V v F A\ A\
F F F F F F F A\

Les colonnes correspondanta P v (Q V R) et (P v Q) V R sont strictement identiques.

La colonne finale contenant uniquement des Vrai prouve 1'équivalence logique.

Propriété 1.17 : (Associativité de la conjonction)

Soient P, Q et R trois assertions. On a :

L (PAQAR) < (PAQ)AR).

Preuve :

(a refaire en exercice)

Nous comparons les tables de vérité des deux membres de I'équivalence.

11



P Q R | QAR | PAQAR) | PANQ | (PANQIAR | (PA(QAR) < (PANQYAR)
v VvV V \% \% \% \% \%
v V F F F \% F \%
Vv F V F F F F \Y%
V F F F F F F \%
F VvV V \% F F F \%
F V F F F F F A%
F F V F F F F \%
F F F F F F F \%

Les colonnes de P A (Q A R) et (P A Q) A R coincident parfaitement.

g colonne finale valide I'équivalence logique.

Propriété 1.18 : (Distributivité de la conjonction sur la disjonction)

Soient P, Q et R trois assertions. On a :

|:I PA(QVR) < (PAQ)V(PAR).

Preuve :

(a refaire en exercice)

Nous comparons les tables de vérité des deux membres de I’équivalence.

P Q RIQVR|PAQVR)|PAQ|PAR|(PAQ)V(PAR)|(PAQVR) <> (PAQ)V(PAR))
VVV|l Vv A\ vV | Vv v A\
VVE|l V A\ V | F v A\
VFV| V A\ F |V v Y
VFF|F F F | F F %
FVV| V F F | F F A\
FVF|l V F F | F F A\
FFV| V F F | F F A\
FFF| F F F | F F A\

Les colonnes de PA (QV R) et (P A Q) V (P A R) coincident parfaitement sur les 8 cas possibles.

E colonne finale valide I’équivalence.
Propriété 1.19 : (Distributivité de la disjonction sur la conjonction)

Soient P, Q et R trois assertions. On a :

PV(QAR) < (PVQ)A(PVR).

12



Preuve :

(a refaire en exercice)

Nous comparons les tables de vérité des deux membres de 'équivalence.

P Q R|QAR|PV(QAR|PVQ|PVR|(PVQ)A(PVR)|(PV(QAR) <> (PVQ)A(PVR))
VVV| Vv A\ vV | Vv v A\
VVE|lF A\ vV | Vv v Y
VFV| F % vV | Vv v %
VFF|F A\ V| Vv v A\
FVV| V A\ vV |V v A\
FVF| F F V | F F A\
FFV| F F F |V F A\
FFF| F F F | F F \%

Les colonnes correspondanta P v (Q A R) et (P Vv Q) A (P Vv R) sont strictement identiques.

La derniere colonne, remplie uniquement de Vrai, confirme I’équivalence logique.

Propriété 1.20 : (Commutativité de la conjonction)
Soient P et Q deux assertions.

On al’équivalence :

|:I PAQ < QAP

Preuve :

Nous vérifions cette équivalence a I'aide d'une table de vérité.

P PAQ | QAP | (PAQ) <> (QAP)
VIiv] Vv v v
V|F F F v
F|V| F F \%
F|F F F v

Les colonnes de P A Q et Q A P sont strictement identiques. La derniere colonne, remplie uniquement de Vrai, confirme

gquivalence logique.

Propriété 1.21 : (Commutativité de la disjonction)
Soient P et Q deux assertions.
On al’équivalence :

PvQ < QvP

13



Preuve :

Nous vérifions cette équivalence a I'aide d'une table de vérité.

P | Q| PvQ | QvP | (PVvQ) <= (QvDP
V|V \% \% \%
V| F \Y \% \%
F |V \% \% \%
F | F F F \%

gs colonnes de P v Q et Q v P coincident parfaitement. La colonne finale valide ainsi I'équivalence logique.

Propriété 1.22: (Lois de De Morgan)

Soient P et Q deux assertions, alors :
) "(PvQ) <= ("P)A(0Q)

|:Iii) A(PAQ) = (0P)V (—Q)

Preuve :
Preuve du i)
Pl Q| 2P| Q| PVQ | 7(PVQ) | ("PIA(Q) | 7(PVQ) <= ("PIA(0Q)
V|V F F \% F F \Y%
V| F F \% \% F F \%
F |V \% F \% F F \Y
F | F \% \% F \% \% \%

Donc finalement :

APVQ) = PIA Q)

Preuve du ii)
Pl Q| 2P| 2Q | PAQ | 7(PAQ) | PV (7Q) | 7(PAQ) <= (=P)V(=Q)
V|V F F A% F F \%
V| F F \% F \% \Y% \Y
F |V \Y% F F \% \Y% \Y
F | F \% \% F \% \% \%

Donc finalement :

|:I A(PAQ) <= (mP)V(=Q)

14



1.2.5 Implication

Limplication est un connecteur logique essentiel car a la base du raisonnement déductif.

Ce connecteur est la traduction de «Si ..., alors ... ».

Définition 1.23 : (Implication (= ))
Soient P et Q deux assertions.

On dit que « P implique Q » et on note « P = Q»si:

m o< < |
m <o <O
< <= <]

L

Propriété 1.24 : (Fausseté d'une implication)

Pour montrer qu'une implication P = Q est fausse, il suffit de démontrer que I'assertion de départ P est vraie et que

I’assertion d’arrivée Q est fausse.

Preuve :
D’apres la table de vérité de la définition I'assertion P = Q n’est fausse que dans un seul cas : lorsque P est vraie et

Q est fausse (deuxiéme ligne du tableau). Ainsi, pour établir la fausseté d'une implication, il suffit de vérifier cette unique

configuration.

Propriété 1.25 : (Caractérisation de l'équivalence logique)
Soient P et Q deux assertions.
On al’équivalence fondamentale :

(P=Q <= (P=QArQ = P)

Autrement dit, démontrer une équivalence revient a démontrer une double implication : I'implication directe et sa réci-
proque.

Preuve :

Nous allons vérifier cette équivalence a 'aide d'une table de vérité.

P Q| P=Q| Q=P | P=Q0AQ=P) | P=Q | P=0Q = ((P=QAQ=7P)
vV Vv \% \% Y \% v
V F F \% F F %
F Vv Y F F F \Y
F F \Y \% Y \Y% Y

Les colonnes correspondanta P <= Qet (P = Q) A (Q = P) sont strictement identiques. La derniere colonne, remplie

uniquement de Vrai, confirme I'équivalence logique.

15



Propriété 1.26 : (Simplification de la conjonction)

Soient P et Q deux assertions.

Si P et Q sont vraies simultanément, alors P est nécessairement vraie :

L, (PAQ) = P

Preuve :

Nous vérifions cette implication a I’aide d'une table de vérité.

P PAQ | (PAQ) = P
V|iVv] Vv \Y%
V|F| F A%
F|V| F %
F|F| F \Y%

La colonne finale contient uniquement des Vrai, ce qui prouve que 'implication est une tautologie.

Propriété 1.27 : (Affaiblissement par disjonction)
Soient P et Q deux assertions.

Si P est vraie, alors I'assertion "P ou Q" est également vraie :

P = (PVQ)

Preuve :

Nous vérifions cette implication a I’aide d'une table de vérité.

o
aS]
<
()

P = (PVQ)

\Y

< <

\Y
A%
\Y

La colonne finale contient uniquement des Vrai, ce qui prouve que I'implication est une tautologie.

Propriété 1.28: (Loi de l'implication matérielle)
Soient P et Q deux assertions.

Limplication peut se reformuler & I'aide de la négation et de la disjonction :
(P= Q) < ("PVQ)

Autrement dit, démontrer une implication revient a montrer que soit I'’hypothése P est fausse, soit la conclusion Q est vraie.

En pratique, cela signifie qu’il est impossible d’avoir P vraie et Q fausse simultanément.

16



Preuve :

Pour établir cette loi, nous comparons les tables de vérité des deux membres.

P|Q|-P|-PvQ | P=Q | ((PVQ) < (P = Q)
V|V | F \% \% \%
V|F| F F F \%
F|V]|V \% \% \%
F|F| V \% \% \%

Les colonnes correspondant a =P v Q et P = Q sont strictement identiques sur les quatre cas possibles. La derniére

colonne valide ainsil’équivalence logique.

Propriété 1.29 : (Raisonnement par inférence (Modus Ponens))
Soient P et Q deux assertions, alors :

PA(P = Q) = Q

est une tautologie.
Autrement dit, si 'on sait que P est vraie et que I'implication P — Q a été démontrée, alors on peut en déduire avec
certitude que Q est vraie. Ce mécanisme est le fondement du raisonnement déductif : il permet de passer d'une hypothese

vérifiée a une conclusion nécessaire, et structure '’enchainement de la plupart des théorémes.

Preuve :

Nous allons vérifier que I'assertion est une tautologie en dressant sa table de vérité compleéte.

P QIP = Q|PA(P = Q)|(PA(P = Q) = Q
VvVl V \% \%
VF| F F \%
FV| V F \%
FF|l V F %

1. La3e colonne calcule 'implication P = Q.
2. La4e colonne calcule la conjonction de P avec cette implication (c’est 'hypothése du raisonnement).

3. Laderniere colonne évalue I'implication finale.

Puisque la derniere colonne ne contient que des Vrai (V), I'assertion est toujours vraie, quelle que soit la valeur de vérité de

_lﬂlet Q. C’est donc bien une tautologie.
Propriété 1.30 : (Transitivité)
Soient P, Q et R trois assertions, alors :
(P=QQA(Q = R) = (P=R)

Cela illustre le découpage d’'une démonstration en étapes :
si P implique Q et que Q implique R, alors on peut conclure que P implique R.

C’est un principe fondamental du raisonnement logique, qui permet de construire des chaines d’'implications pour établir

gs résultats plus complexes a partir de résultats plus simples.
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Preuve :

Nous allons démontrer que cette assertion est une tautologie a I’aide d'une table de vérité.

P Q R|P = Q|Q = R|(P = Q) A(Q = R)|P = R|Transitivité
VvVl Vv v \% \% A\
VVFEl V F F F \%
VFV| F % F \% A\
VFF| F v F F A\
FVV| V v A% v A\
FVF|l V F F \% A\
FFV| V v \% \% A\
FFF|l V v \% \% %

1. Les colonnes 4 et 5 calculent les implications intermédiaires.
2. Lacolonne 6 représente I'hypothése (les deux implications doivent étre vraies).
3. La colonne 7 représente la conclusion.

4. La derniére colonne vérifie : Hypothese = Conclusion.

Puisque la colonne finale ne contient que des Vrai, I'assertion est une tautologie.

Propriété 1.31 : (Négation d'une implication)
Soient P et Q deux assertions, alors :

|:I (P = Q) < (PAQ)

Preuve :

Il n’est pas toujours nécessaire de faire une table de vérité compléte pour prouver une équivalence logique.

Nous pouvons utiliser les propriétés déja établies pour transformer I'expression de la négation de I'implication et montrer
qu’elle est équivalente a P A —Q.

En effet, en utilisant la propriété|1.28} on a:

(P= Q) < ("PVQ)

d’ot1 en appliquant la négation a chaque membre on a:

(P = Q) <= ~(7PVvQ) (Loi de I'implication matérielle[T.28)
= ((PHYA(=Q) (Lois de De Morgan[1.22)
|:I <~ PA(mQ) (Double négation|1.10)

Propriété 1.32 : (Contraposition)
Soient P et Q deux assertions.

Limplication « P = Q» est logiquement équivalente a sa contraposée =Q — —1P:
(P = Q) < ("Q = —P).

Autrement dit, pour démontrer que P implique Q, il est tout aussi valide de démontrer que si Q est fausse, alors P est

forcément fausse.
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Preuve :
Nous allons prouver cette équivalence en transformant le membre de droite (la contraposée) pour retrouver le membre de

gauche, al'aide des propriétés précédentes.

-Q = P < ~(07Q)Vv-P (Loi de I'implication matérielle[1.28)
<~ QvV-P (Double négation|1.10)
— “PvQ (Commutativité de la disjonction
— P=20Q (Loi de I'implication matérielle

Limplication et sa contraposée ont donc exactement la méme valeur de vérité.

Exemple :
(Démonstration par contraposition)

Soient :
— P:«n?estun entier pair»
— Q: «nestun entier pair »

On veut démontrer que (P = Q) est vraie.
On va le montrer par contraposée, c’est-a-dire : (7Q = —P).

On suppose que —Q est vraie, c’est-a-dire :
7Q: « n est un entier impair »

Et on veut montrer que P est vraie, c'est-a-dire que n? est un entier impair.

On suppose que n est impair donc il existe k un entier tel que n =2k + 1, alors :

n? = 2k + 1)?
n?=4k®+4k+1

n? =202k +2k+1)+1

d’ot1 n? est impair.

EQ —> —1P) est vraie donc par contraposée (P = Q) est vraie.
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1.3 Quantificateurs

Les quantificateurs sont des symboles logiques qui permettent de préciser sur quels éléments d'un ensemble porte une
assertion. Ils sont indispensables pour formaliser rigoureusement les assertions mathématiques. Certaines assertions sont

fondés au travers d’'une variable ou indéterminé, c’est-a-dire un objet mathématique qui peut prendre plusieurs valeurs.

Exemple :
«Lentier n(n + 1) est pair ».

Soit E un ensemble. Si une assertion P dépend de la variable x € E, on la notera P{x} ou P(x).

S’il y a plusieurs variables, on notera P{x, y} ou P(x, y).

1.3.1 Quantificateur universel (V)

Définition 1.33 : (Quantificateur universel)

On appelle quantificateur universel le symbole V, qui signifie « pour tout» , « pour chaque » , « quel que soit» , « peu
importe » ou « n'importe quel ».

Ce quantificateur est utilisé pour décrire une propriété qui est vraie pour tous les éléments d'un ensemble donné.

Soit E un ensemble et P(x) une assertion dépendant de x € E.

Lassertion :

VxeE, P(x)

est vraie si et seulement si P(x) est vraie pour tous les éléments x de E.

Elle est fausse dés qu'il existe au moins un élément de E pour lequel P(x) est fausse. Dans ce cas, on dit que P(x) est

gntredite par cet élément, qui est alors appelé un contre-exemple.

Exemple :

— VxeR, x* >0 est vraie.

— VneN, n? > nest vraie.

|:I— Vx eR, x >0 est fausse (contre-exemple : x = —1).
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1.3.2 Quantificateur existentiel (3)

Définition 1.34 : (Quantificateur existentiel)

On appelle quantificateur existentiel le symbole 3, qui signifie «il existe » ou «il existe au moins un ».
Soit E un ensemble et P(x) une assertion dépendant de x € E.
Lassertion :

dx e E, P(x)

est vraie s'il existe au moins un élément x € E tel que P(x) soit vraie.
Elle est fausse si P(x) est fausse pour tous les éléments de E.

Dans le cas ol il existe un unique élément x € E tel que P(x) soit vraie, on peut renforcer I'assertion en écrivant :
J'x€ E, P(x)

qui se lit « il existe un unique x dans E tel que P(x) soit vraie ».

gn élément x € E vérifiant P(x) est appelé un témoin de I'assertion existentielle.

Exemple:

— 3AxeR, x% =4 est vraie (témoins: x =2 ou x = —2).
— JxeR, x* =4 est fausse (car il existe deux témoins : x =2 et x = —2).

— 3JxeR, x* = —1 est fausse.

|:I— Alx € R, x+ 1 =3 est vraie (I'unique témoin est x = 2).

1.3.3 Propriétésde V et 3
Propriété 1.35 : (Négation des quantificateurs)
Soit E un ensemble et P{x} une assertion qui dépend de x € E. Alors :
i) 7(Vx€eE,P{x}) < Jxe E,"P{x}

ii) "(Ax € E, P{x}) < Vx € E,~P{x}

Preuve :

Preuve du i) : Montrons la double implication par analyse sémantique.
Supposons que ~(Vx € E, P{x}) est vraie.
Alors1'assertion Vx € E, P{x} est fausse.
Cela signifie qu’il n’est pas vrai que P{x} soit satisfaite pour tous les éléments de E.
1l existe donc au moins un élément xj € E tel que P{xy} est fausse, c’est-a-dire = P{xy} est vraie.
Par définition du quantificateur existentiel, 3x € E, 7 P{x} est vraie.
Supposons que 3x € E, 7P{x} est vraie.

11 existe alors un élément xj € E tel que = P{xo} est vraie, donc P{xp} est fausse.

fausse.
Ainsi, 7(Vx € E, P{x}) est vraie.

Les deux assertions s'impliquant mutuellement, donc d’aprés elles sont logiquement équivalentes.
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Preuve du ii) : On procede de maniére analogue.
Supposons —1(3x € E, P{x}) vraie.
Alors 3x € E, P{x} est fausse, ce qui signifie qu'aucun élément de E ne vérifie P.
Autrement dit, pour tout x € E, P{x} est fausse, donc - P{x} est vraie.
D'ouVxe E, ~P{x}.
Supposons Vx € E, 7 P{x} vraie.
Alors pour tout x € E, P{x} est fausse.
Il est donc impossible de trouver un x € E tel que P{x} soit vraie.
Lassertion Jx € E, P{x} est donc fausse,
ce qui équivaut a dire que —(3x € E, P{x}) est vraie.
_B’laprés I'équivalence est ainsi établie par double implication.
Propriété 1.36 : (Distributivité des quantificateurs)
Soit E un ensemble et soient P{x} et Q{x} deux assertions qui dépendent de x € E.

Les quantificateurs se distribuent sur les connecteurs logiques de la maniére suivante :

i) Le quantificateur universel se distribue sur la conjonction (le « et ») :
Vx€eE, (P{x}AQ{x}) < (Vx€eE, P{x}) A(Vx€E, Q{x}).

ii) Le quantificateur existentiel se distribue sur la disjonction (le « ou ») :

|:I dx € E, (P{x} v Q{x}) &< (HxeE, P{x})v(@x€eE, Q{x}).

Propriété 1.37 : (Implications simples (Pieges fréquents))
Soit E un ensemble et soient P{x} et Q{x} deux assertions qui dépendent de x € E.
Il est important de noter que la distributivité ne fonctionne pas toujours dans les deux sens. On a seulement des implications

simples dans ce sens (la réciproque est fausse en général) :
i) Lexistence d'un élément vérifiant P et Q implique qu’il existe un élément vérifiant P et un (autre potentiellement)
vérifiant Q :

dx€E, (P{x}AQ{x}) = (@x€E, P{x}) A[@x€E, Q{x}).

ii) Le fait que P soit vraie pour tout x € E ou que Q soit vraie pour tout x € E implique que pour tout x € E, P ou Q est
vraie :

|:I (VxeE, P{x}))v(Vx€eE, Q{x}) = Vx€E, (P{x}Vv Q{x}).

Exemple :
(Contre-exemple pour la réciproque du ii))

Soient les assertions :
P(n):«nestunentier pair» et Q(n):«nestun entier impair ».
Ona:
— dneN, P (n) est vraie (pour n = 2).

— dneN, Q(n) estvraie (pour n = 3).
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— Maisdn e N, (P (n) A Q (n)) est fausse car un nombre ne peut étre pair et impair simultanément.

Cette situation illustre que méme si P est vérifiée pour au moins un élément de E et que Q est vérifiée pour au moins un
élément de E, il n'est pas nécessairement vrai qu’il existe un élément de E qui vérifie a la fois P et Q. C’est pourquoi la

!réciproque de I'implication du ii) est fausse en général.

Propriété 1.38 : (Permutation des quantificateurs)

Soient E et F deux ensembles et P{x; y} une assertion qui dépend de deux variables x€ Eet y € F.

i) Sideux quantificateurs successifs sont de méme nature, on peut intervertir leur ordre sans changer la valeur de
vérité de I'assertion :

VxeE, VyeF P{x;y} < Vye EVx€E, P{x;y}
et
dxeE,dye E P{x;y} < Jye FE3x€E, P{x;y}.

ii) Si deux quantificateurs successifs sont de nature différente, 'ordre est essentiel et ne peut pas étre interverti (la

réciproque est fausse en général) :
dxeE,VyeF P{x;y} = Vye FE3xeFL, P{x;y}.

Explication : La réciproque est fausse. L'assertion « Il existe un x € E qui marche pour tous les y € F » est beaucoup

|:I plus forte que « Pour chaque y € F, il existe un x € E (qui peut dépendre de y) ».

Propriété 1.39 : (Négation des quantificateurs imbriqués)

La négation d’'une assertion avec plusieurs quantificateurs s’obtient en :
¢ Niant I'assertion principale
¢ Remplacgant chaque V par 3 et chaque 3 par V

Exemples :

— (VxeR,IyeR,y=x) < IxeR,VyeR y>x

|:I— T@AxeR,VyeR y<sx) < VxeR,AyeR,y>x

Exemple :
Lassertion 3x € R, Vy € R, y < x est fausse car il n’existe aucun nombre réel plus grand que tous les autres.

Sanégation Vx e R,3y € R, y > x est vraie : pour tout réel x, on peut prendre y = x + 1, alors y > x.
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1.4 Démonstration par récurrence

Propriété 1.40 : (Principe de récurrence)
Soit ny un entier naturel et soit P (n) une assertion qui dépend d’un entier n = ny.
Pour démontrer que P (n) est vraie pour tout n = ng, on proceéde en deux étapes :

1. Initialisation : On vérifie que P (n) est vraie.

2. Hérédité : On suppose que P (n) est vraie pour un entier n = ng fixé (hypothése de récurrence), et on démontre que

P (n+1) est vraie.

Si ces deux étapes sont vérifiées, alors P (n) est vraie pour tout entier n = ny.

Exemple :
(Somme des n premiers entiers)

Montrons par récurrence que pour tout entier n=1:

1 +1
k=1+2+3+---+n=n(n—).
k=1 2
L nn+1
Soit P (n) 'assertion : Z k= %
k=1
Initialisation (n=1) :
1
11+1 2
Y k=1 et ( )=—=1
k=1 2 2

Donc P (1) est vraie.
Hérédité : Supposons que P (n) soit vraie pour un entier n = 1 fixé, c’est-a-dire :

n +1
Z k= % (hypothése de récurrence)

k=1

Montrons que P (n + 1) est vraie, c’est-a-dire :
o (m+D)(n+2)

k=
BT

Ona:

n+1 n

Y k=) k+(n+1)
k=1 k

=1

+1
_ ”(nz ) +(n+1) (d’apres ’hypothese de récurrence)

nn+1) 2n+1)
+
2 2
nn+1)+2(n+1)
2
B nm+1D)(n+2)
S —

Donc P (n+1) est vraie.

!Conclusion : Par le principe de récurrence, P (n) est vraie pour tout entier n = 1.

Exercice 1. Formule du binéme de Newton
Démontrer par récurrence que pour tous réels a, b et tout entier n e N :
(1) kg ak
(a+b)" =) |, |[a*D"~
i=o\k

|
ol (Z) = ﬁ sont les coefficients binomiaux.
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1
Indication : Utiliser la relation de Pascal (n;cr ) = (Z) + ( " )

Preuve :
Soient a, b e R.

On note P(n) la propriété :

n nnknfk
(a+b)zzkab .

k=0

Initialisation (n =0) :
0 &[0} ko _[O] 0,0
(a+b)’=1 et Y | |a“D" "= |a"b’=1.
i=o\k 0
Donc P(0) est vraie.
Hérédité : Supposons que P(n) soit vraie pour un entier n = 0 fixé. Montrons que P(n + 1) est vraie.

Ona:
(a+b)" ' =(@a+b)a+b)"

n
=(a+Db) Z (Z) akpnk (par hypothese de récurrence)
k=0

:i n ak+1bn—k+i ) kpn—k+1
izo\k k

k=0

Dans la premiére somme, on effectue le changement d'indice j = k+1 (donck=j—1):

i(ﬂ)ak+lbn—k:’il( n )ajbn+1—j_
i=o\k s\l

Dans la deuxieme somme, on pose j =k :

Donc:

n+l [ on j,n+1-j = () n+l—j
(a+b)"'=3" o1 a' p" ey el b

j=1 j=o\J

_[" a”+1b°+i .” al pti n aob”+1+i r.[ajbn+1—j
n 1 0 =V

j=1\J~

i=1) "\

.Donc:

n
:an+1+bn+1+ Z
Jj=1

R . n n n+1
D’apres la relation de Pascal, | , +H . =] .
j-1 J J

n
(a+b)n+l — an+1 +bn+1 + Z (I’l+ l)ajbn+l—j
j=1

_ [ g (2L aOb”+1+i nEl) jpnei-i
n+1 0 el U

J

ety T |
J

)a]bn+1—]'

Ainsi, P(n+ 1) est vraie.

Conclusion : Par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.
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Chapitre 2

Les ensembles

Exemple :
Pour aller plus loin sur les fondements logiques, on pourra consulter sur internet la théorie axiomatique des ensembles de

Zermelo-Fraenkel (en particulier 'axiome du choix).

2.1 Notion d’ensemble

Convention 2.1 : (Ensemble, élément et appartenance)

On appelle ensemble, intuitivement, une collection d’objets bien définis, appelés les éléments de 'ensemble.

Si un objet nommé x est un élément de I'ensemble X, on note :
xe X (onlit«x appartienta X »).

Dans le cas contraire, on note :

|:I a(xeX) < x¢ X (onlit«x wappartient pasa X »).

Exemple :

— N désigne 'ensemble des entiers naturels. On a 3 € N mais v2 ¢ N.

|:I— Lensemble des lettres du mot « algébre » peut se noter L={a, 1, g, &, b, 1, e}.

Définition 2.2 : (Cardinal, ensemble fini et ensemble vide)
Un ensemble X est dit firni s’il contient un nombre entier naturel n d’éléments, et on appelle ce nombre le cardinal de X,

noté card(X) ou | X]|.
— Si card(X) = | X| = n, on peut énumérer ses éléments (notation en extension) : X = {x1, X2,..., Xp}.
— Sicard(X) =|X| =1, on dit que X est un singleton.

On le note alors X = {a} pour un certain élément a, et on a bien a € X c’est-a-dire que a € {a}. Mais I'écriture a c {a}

est incorrecte, car a n’est pas un ensemble et ne peut donc pas étre inclus dans un autre ensemble. Il est important

de ne pas confondre a et {a} : a est un élément, tandis que {a} est un ensemble qui contient cet élément.

Exemple:

— Lensemble des solutions réelles de x2 —2x+1 =0 est.¥ = {1}. C’est un singleton.
— On peut généraliser cette écriture a des ensembles infinis :

N=1{0,1,2,3,...} est un ensemble infini.

Z={..,-2,-1,0,1,2,...} est un autre ensemble infini.

R est problématique pour étre écrit en extension.

! — Lensemble des entiers n € N vérifiant n2 < 0 n’a aucun élément, donc il s’agit d'un ensemble sans élément.
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Convention 2.3 : (Axiome de l'ensemble vide)

11 existe un unique ensemble de cardinal nul, appelé ensemble vide, noté @.
Par convention,

card(@) =0 et Vx,x¢@.

Définition 2.4 : (Notation en compréhension)
Lorsqu’un ensemble est défini par une propriété vérifiée par ses éléments, on utilise la notation en compréhension :

X={x€eE|P(x)}

ol E est un ensemble de référence et P(x) est une assertion dépendant de x.

Cette notation désigne 'ensemble de tous les éléments x de E qui vérifient la propriété P(x).

La barre verticale « | » se lit « tel que » ou « vérifiant ».

Exemple :

— Par exemple, A ={x €R| x> =4} désigne 'ensemble des nombres réels x tels que x* = 4, c’est-a-dire {—2;2}.
A={xeR|x*=4}={-2;2}.
— B={neN| nestpair} = {0;2;4;...}.

— Q= {g ) pPeEZ qge I\I*} est 'ensemble des nombres rationnels.

L~ X={xeR|x*-2x+1=0}={1}.

2.2 Partie d’un ensemble

Convention 2.5 : (Axiome d’extensionnalité)

Deux ensembles sont égaux si et seulement s’ils ont les mémes éléments :
X=Y < (Vx,xe X < x€Y).

Définition 2.6 : (Sous-ensemble (partie))

Soient X et Y deux ensembles.

On dit que X est une partie (ou sous-ensemble) de Y, et on note X c Y, si tout élément de X est aussi élémentde Y :

XcY < Vxe X, xeY.
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Propriété 2.7 : (Propriétés élémentaires de l'inclusion)

Soit X un ensemble. On a:
i) <X (I’ensemble vide est inclus dans tout ensemble).

|:Iii) X c X (tout ensemble est inclus dans lui-méme, c’est la réflexivité).

Preuve :

Preuve du i) : Montrons que ¢ c X.

Par définition, il faut vérifier que pour tout élément x, si x € @, alors x € X.

Lassertion "x € ¢" est toujours fausse car I’ensemble vide ne contient aucun élément.
Donc il n’est pas possible de trouver un élément x € @ tel que x ¢ X.

Donc, ¢ c X.

Preuve du ii) : Montrons que X c X.

Par définition, il faut vérifier que pour tout x € X, ona x € X.

C’est une évidence (réflexivité de I’égalité). Donc I'inclusion est vraie.

Propriété 2.8 : (Caractérisation de 'égalité ensembliste)

Soient X et Y deux ensembles.On a:

|:I (X=Y) < (XcYetYcX).

Preuve :

C’est la définition méme de I’égalité ensembliste (principe d’extensionnalité|2.5).

Deux ensembles sont égaux si et seulement s’ils contiennent exactement les mémes éléments, ce qui revient a dire que

chacun est inclus dans 'autre.

Propriété 2.9 : (Transitivité de l'inclusion)
Soient X, Y et Z trois ensembles. On a :

(XcYetYcZ) = (Xc2).

Preuve :
Supposonsque X cYetY c Z.

Soit x € X.
— Comme XcY,onaxeY.

— Comme YcZ,onaxe Z.

gnsi, tout élément de X appartienta Z, donc X c Z.

Exemple :
@C@et@cm = (NcR).
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Définition 2.10 : (Ensemble des parties)

Soit X un ensemble.
11 existe un unique ensemble que 'on note Z?(X) constitué de tous les sous-ensembles de X.

On appelle 22(X) I'ensemble des parties de X, autrement dit :
P(X)={Y|YcX}.

AAA Un élément de 22(X) est un sous-ensemble de X. A /A A

Pour dire que Y c X on peut écrire : Y € 22(X).

Par contre, si on écrit Q c 2(X), on veut dire que Q est un ensemble constitué de parties de X.

Exemple:
pePX)et XeP(X) (car X c X).

E;X} c 2 (X).

2.3 Opérations ensemblistes

Définition 2.11 : (Intersection de deux ensembles)

Soient X et Y deux ensembles.

On appelle intersection de X et Y I'ensemble noté X NY (« X inter Y ») constitué des éléments qui appartiennent a la fois a
XetaY.

Autrement dit :

xeXNY < xeXAxeY

Shématiquement, X N Y correspond a la partie commune aux deux ensembles X et Y :

XnY
(-

Définition 2.12 : (Ensembles disjoints)

Deux ensembles X et Y sont dits disjoints sileur intersection est vide, c’est-a-dire si :
XNnY=¢g.
Cela signifie qu’ils n’'ont aucun élément en commun.
X Y
XnY=¢

29



Propriété 2.13 : (Inclusions triviales de l'intersection)

Soient X et Y deux ensembles.
Lintersection de deux ensembles est toujours incluse dans chacun d’eux:
|:I XNnYcX et XnYcY.
Preuve :
Soitxe XNY. Soitxe XnY.
xeXNY = xeXAxeY (carl2.11) xeXNY = xeXAxeY (carl2.11)
= xeX (car[L.26) = x€Y (car[T.26)
E qui prouve que XNY c X. Ce quiprouveque XnY cY.

Propriété 2.14 : (Idempotence de l'intersection)
Soit X un ensemble.

Lintersection d'un ensemble avec lui-méme est I'’ensemble lui-méme :

I:I XnX=X.

Preuve :

Montrons X N X = X par double inclusion.

[c] Soitxe XN X, [2] Soit x€ X,
xeXNX = xeXAxeX (car[2.17) xeX = xeXAxeX (car2.10)
= xeX (car[L.26) = xeXnX (car[L.26)
Ainsi XN X < X. Ainsi X« X n X.

On conclut en faisant la synthése des deux résultats : X c X n X c X.

goﬁ I'égalité X = X n X.

Propriété 2.15 : (Commutativité de l'intersection)

Soient X et Y deux ensembles. Alors :

I:. XnY=YnX.

Preuve :

Montrons X N Y = Y n X par double inclusion.

[c]SoitxeXNY, [>]Soitxe Y NX,

XeXNY = xe XAxeY (carZ.17) XeYNX = xeYAxeX (car2.17)
= xeYAxeEX (car[L:20) — XEXAXEY (car[T.20)
= xe¥YnX (car[211) = xeXnY (car2.11)

Donc XnYcYnX. DoncYnXcXnY.

Donc XNnYcYnXcXnY.
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gou légalitt XnY =Y nX.

Propriété 2.16 : (Associativité de l'intersection)

Soient X, Y et Z trois ensembles. Alors :

|:I XNnY)nZ=Xn(YnZ).

Preuve :
Soitxe (XNnY)nZ.

Par définition, cela signifiexe XnY etxe Z,

soit(xe XAxeEY)AxeZ.

Par associativité du connecteur logique A,ona (xe XAxeY)AXx€eZ < x€ XA (xeYAx€EZ).

Ceci équivaut a x € X N (Y n Z). Les deux ensembles contiennent donc exactement les mémes éléments, d’ ot I’égalité.

La preuve peut étre écrite de maniére plus formelle de la maniere suivante :

xeXNY)NZ < xeXnYAxeZ (car2.11)
> (XEXAXEY)AXEZ (car2.11)
— xeXAN(xeYAxeZ) (car|1.17)
— xeXAN(XxeEYNZ) (car2:11)
— xeXnNnl¥Yn2 (car2.11)

E conclusion, XNnY)NnZ=Xn(Yn2Z).

Propriété 2.17 : (Elément absorbant pour l'intersection)

Soit X un ensemble.
Lensemble vide est absorbant pour 'intersection :

XNg=¢.

Preuve :

D’apres la propriété « inclusions triviales de I'intersection » Xngco.

D’apres les « propriétés élémentaires de I'inclusion » I'ensemble vide est inclus dans tout ensemble, donc
pcXNo.

Conclusion: XNn@ocpcXng

Er double inclusion, onadonc XN @ = @.

Définition 2.18 : (Union de deux ensembles)

Soient X et Y deux ensembles.

On appelle union de X et Y I'ensemble noté X UY (« X union Y ») constitué des éléments de X etde Y :
XuY={x|xeXvxeY}

Autrement dit :

xeXUY < xeXvxeY.
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Schématiquement, X U Y correspond a la réunion des deux ensembles X et Y :

X Y

L= XuY
Propriété 2.19 : (Inclusions triviales de l'union)

Soient X et Y deux ensembles.

Chaque ensemble est inclus dans leur union:
|:I XcXuY et YcXuY
Preuve :

Soit x € X. SoitxeY.

xeX = xeXvxeY (car|l.27) xeY = xeXvxeY (car|l.27)
= xeXUY (car[2.18) = xeXuY (car[2-18)

g qui prouve que X c XUY. Ce qui prouveque Y c XUY.
Propriété 2.20 : (Idempotence de 'union)

Soit X un ensemble.

Lunion d'un ensemble avec lui-méme est 'ensemble lui-méme :

XuX=X

Preuve :

Montrons X U X = X par double inclusion.

[c] Soitxe XUX, [2] Soit x€ X,
xeEXUX = xeXvxeX  (car[2.18) xeX = xeXvxeX (car[l.27ou car[Il.I5)
= xeX (car[L15) = xeXUX (car[218)
Ainsi XU X c X. Ainsi X c XU X.

On conclut en faisant la synthése des deux résultats : X ¢ X u X c X.

gou Iégalité X = X U X.
Propriété 2.21 : (Commutativité de l'union)

Soient X et Y deux ensembles. Alors :

XUuY=YUX.
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Preuve :

Montrons X U Y = Y U X par double inclusion.

[c]Soitxe XUY, [>]SoitxeYUX,

XeXUY = xeXVvxeyY (car[2.18) XeEYUX = xeYvxeX (car[2.18)
= xeYVxeX (car[L.2T) — xEXVXEY (car[:2T)
= xeYUX (car[2.18) = xeXUY (car[2.18)

Donc XuYcYuX. DoncYuXcXuY.

Donc XuYcYuXcXuY.

_E’loh légalitt XUY =Y UX.

Propriété 2.22 : (Associativité de l'union)

Soient X, Y et Z trois ensembles. Alors :

|:I XuY)uzZ=Xu(Yu2z)

Preuve :
Soitxe (XuY)uZ.

Par définition, cela signifie xe XuY ouxe Z,

soit(xe XVXxeEY)VxeZ.

Par associativité du connecteur logique v,ona (xe XvxeY)vxeZ < xeXVv(xeYVxeZ).

Ceci équivauta x € X U (Y U Z). Les deux ensembles contiennent donc exactement les mémes éléments, d’ot1 I'égalité.

La preuve peut étre écrite de maniere plus formelle de la maniére suivante :

xe(XUY)UZ < xeXuYvxeZ (car2.13)
> (xeXVxeY)vxeZ (car2:18)
«— xeXV(xeYvxeZ) (car[I:16)
«— xeXVvxeYUuZ (car2:18)
— xeXu(Yu2z (car[2.18)

gl conclusion, ( XuY)uZ=Xu((YuUZ).

Propriété 2.23 : (Elément neutre pour l'union)

Soit X un ensemble.

Lensemble vide est neutre pour I'union :

Xug=X.
Preuve :
Montrons X U @ = X par double inclusion.
Soit x€ XU @.
xeXUQp = xeXVXeEQD (car[2.18)
= xeX (car2.3]: x € @ est toujours fausse)
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Ainsi XU @ c X.

Soit x € X.

xeX = xeXVxXe® (car|L.27)
= xeXUg@ (car-18)

Ainsi X c XU @.
On conclut en faisant la synthese des deux résultats: Xu g c X c XU @.
_B’loh Iégalité Xu @ = X.
Propriété 2.24 : (Caractérisation de l'inclusion par 'union)

Soient X et Y deux ensembles. On a I’équivalence :

|:I XcY < XuY=Y.

Preuve :
Preuve du sens direct (=) : Supposons X c Y. Montrons X U Y = Y par double inclusion.

Soitxe XUY.

Alorsxe XouxeY.
Six € X, alors x € Y (car c’est 'hypothése de départ: X c Y).
Donc dans les deux cas de la disjonction, x€ Y.

AinsiXuYcY.
D’apres les « inclusions triviales de 'union » onatoujours Y c XU Y.

Onconclutque XUuYcYcXuY,doulégalit¢t XuY =Y.

Preuve de la réciproque (<) : Supposons XU Y =Y. Montrons X c Y.
D’apres les « inclusions triviales de I'union » on atoujours X c XU Y.

Comme X UY =Y par hypothése, on en déduit par substitution que X c Y.

Ainsi X c Y.

Les deux implications étant établies, 'équivalence est démontrée.

Propriété 2.25 : (Distributivité de l'union sur l'intersection)

Soient X, Y et Z trois ensembles. On a :

|:I Xu(Yn2)=(XuY)n(Xu2).

Preuve :

Montrons I'égalité par équivalence logique.

xeXu(YnZ) < xeXvxeyYnz (car2.18)
— xeXV(xeYAxeZ) (car2.11)
= (xeXVxeY)A(xeXVxe2) (car[L.19)
<~ xeXUYAxeXuZ (car[2.18)
— xe(XUuY)Nn(XuU2Z). (car2.11)
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Les deux ensembles contiennent exactement les mémes éléments, d’ot1 I'égalité.

Propriété 2.26 : (Distributivité de l'intersection sur l'union)

Soient X, Y et Z trois ensembles. On a :

|:I XNnYuZ)=XnY)u(XnZ).

Preuve :

Montrons I'égalité par équivalence logique.

xeXN(YUZ) < xeXAxeYUZ (car2.11)
— xeXA(xeYVvxeD) (car[2.18)
— (xeXANxeY)V(xeXAx€eL) (car(l1.18)
<~ xeXnYvxeXnZ (car2.11)
— xeXNnY)u(Xn2). (car2:18)

Les deux ensembles contiennent exactement les mémes éléments, d’ot I’égalité.

2.3.1 Différences ensemblistes

Définition 2.27 : (Différence entre deux ensembles)

Soient X et Y deux ensembles.
On appelle différence de X par Y I'ensemble noté X \ YV (« X privé de Y ») constitué des éléments qui sont dans X et qui ne
sont pas dans Y :

X\Y={xeX|x¢Y}

X\Y
L

Propriété 2.28 : (Propriétés de la différence)

Soient X, Y et Z des ensembles :
1) X\p=X
2) X\X=9¢
B) XuM\Z=X\2)u((Y\2)

@4 XnYI\Z=X\Z2)n(Y\2)

|:|(5) X\N(YnZ)=X\Y)u(X\2)

Supposons maintenant que Y est une partie de X (i.e. Y e (X)) < Y c X.
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Définition 2.29 : (Complémentaire d'un ensemble dans un autre)

Pour Y < X, on définit le complémentaire de Y dans X comme étant I'ensemble noté [y Y et défini par :

CxY={xeX|x¢eY}=X\Y.
X

CxYy

L

Propriété 2.30 : (Propriétés du complémentaire (Lois de De Morgan))

1) Cxp=X
@) Cxx=9¢
3) Cx(CxY)=Y
@ Cxyny=9¢
5) Yulyy =X

®) Cx(¥n2)=(CxY)u(Cx2)

|:|(7) Cx(Yuz)=(CxY)n(Cx2)

2.3.2 Partition dun ensemble

Définition 2.31 : (Partition d'un ensemble)

Soit X un ensemble (non vide) et Q € £ (X) un ensemble de parties non vides de X.

On dit que Q est une partitionde X si:

i) Si A, B € Qsont deux éléments distincts de Q, alors elles sont disjointes, i.e. AN B = @, c’est-a-dire :
VA,BeQtelsque A#B = AnB=¢.

ii) Vxe X,3A € Qtel que x € A, autrement dit « Q recouvre X » complétement.

Une maniere équivalente de dire que Q est une partition de X :

|:I VxeX,FAeQtelque x€ A.

Exemple :
1. N=AUB, {A, B} c Z(N) avec A = {nombres pairs}, B = {nombres impairs}.

(i) est vérifiée car AN B = @. (ii) est vérifiée car VneN, n€ Aoune B.

2. Soit X un ensemble # @ et soit A c X, alors {A, Cx A} est une partition de X.

|:I (i) est vérifiée car AN Cx A= @. (ii) est vérifiée car Vxe X, xe Aoux ¢ A, i.e. x€ Aou x € CxA.
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2.4 Produits cartésiens

Soient X, Y deux ensembles.

Définition 2.32 : (Produit cartésien)

Le produit cartésien de X et Y est]’ensemble, noté X x Y, défini par:
XxY={xylxeX, yeY}

On dit que (x; y) est le couple constitué des éléments x et y.

Exemple :
(y;x)e XxYavecyeYetxeX. Ici(y;x) €Y x X.

Exemple : R?> =R x R.

Schématiquement : Le produit cartésien X x Y se représente comme un rectangle dans le plan, dont les c6tés sont X (axe

horizontal) et Y (axe vertical). (x; y) est un élément de X x Y.

wh------23

X

(x, ) XxY

Notation : on note X x X = X2, N2 # {a? | aeN}, N2 = {(m;m) | m, m € N}.

Propriété 2.33 : (Propriétés du produit cartésien)

Soient X, Y, Z, T quatre ensembles :
) Xx(YuZ)=(XxY)u(Xx2)

i) (XuY)xZ=(Xx2)u(Y xZ2)

|:Iiii) XNY)x(ZNnT)=Xx2Z2)n(Y xT)

Preuve :

En exercice.

On peut généraliser cette construction dans le cas de n ensembles, i.e. si X,

..., X, des ensembles non vides, alors :

Xl X"'XXn:{(xl;---;xn)|x1€X1!"'!xl’l€Xn}

Exemple :
Si X;=X,=---=X,,onnote:

XxXxXx--xX=X"

n fois
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Chapitre 3

Relations

Introduction : En mathématiques, on rencontre deux grands types de relations sur un ensemble X :
— Relation d’équivalence (exemple : Z = {pairs} U {impairs}, qui donne Z/2Z = {0; 1}).

— Relation d’ordre (exemple : dans R, on sait ordonner les réels: —1 <0 < % <V2<m<78).

3.1 Relation

3.1.1 Définition

Définition 3.1 : (Relation)
On appelle relation ou correspondance Z tout triplet (X,I', Y) = % ou X, Y sont deux ensembles et I' est un sous-ensemble

deXxY (jeTcXxY).
On dit que X est'ensemble de départ.
On dit que Y est1'ensemble d’arrivée.

On dit que I' le graphe de la relation.

gl dira que Z est une relation de X dans Y si (x; y) est un couple de X x Y qui vérifie (x; y) € T.

Exemple :
Soient X = {a; b;c;d}, Y ={1;2;3} etT" = {(a;3); (b; 1); (c; 2); (d; 3)}.

I'cXxY.
Pour Z = (X,I,Y):

i) a estenrelation avec 3 car (a;3) € I'; ici on note a % 3.

|:Iii) an'est pas en relation avec 2 car (a;2) ¢ T'.

3.1.2 Relation binaire

Définition 3.2 : (Relation binaire)

Une relation d'un ensemble dans lui-méme s’appelle une relation binaire.

Si X est un ensemble, une relation binaire est la donnée d’un sous-ensemble :

I'c X xX.

gans ce cas, on note (X, %) avec Z = (X, T, X).

Exemple:

i) Si X est un ensemble non vide, alors « étre un sous-ensemble de » est une relation binaire :
VA BEP(X), AZB < (AcBouBcA).

ii) Sur Z, on ditque x2Zy <= x— y est divisible par 3 : c’est une relation binaire sur Z.

iii) Soit P le plan R? et soit D 'ensemble des droites de ce plan. Sur D, on peut définir pour A,A» € D :
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— A1 || A2 < A estparallelea Ay

— Aj L Ay < A estorthogonale a A,

Dans toute la suite, on consideére un ensemble X muni d’'une relation binaire Z.

Définition 3.3 : (Relation réflexive)
Larelation £ est réflexivesi :

VxeX, xZ%x.

Exemple :
i) On considere (P (X),c) : alors AZ A car A< A. Donc 'inclusion est une relation réflexive.

ii) Sur Zavec xZy < 3 divise (x;y) : Est-ceque xZ x, Vx€ Z?

Onax%x < 3divisex—x=0,vraicar0=3 x 0.

iii) Pour D; L D5, larelation est fausse car une droite n’est pas orthogonale a elle-méme.

! Pour D || D, la relation est vraie car toute droite est parallele a elle-méme.

Définition 3.4 : (Relation symétrique)

On dit que £ est une relation symétrique si :

|:I Vx,yeX, xZy = yZx.

Exemple :
i) SwrP(X): AZB < (AcB).Si(AZB = B#ZA) < (Ac B = Bc A). = Relation non symétrique.

ii) SurZ: x#Zy < 3divise (x—y).Alors xZy = yZx?
?
(3 divise (x — y)) = 3 divise (y — x)

< JdkeZtq.x—y=3k < y—x=3(-k), dou y— x est divisible par 3 = yZ x.

iii) Ay LAy = Ay LA;:vrai. Ay || Ay = Ay || Ay : vrai.

|:Iiv) Sur R, on pose: xZy <= x < y. Cette relation n’est pas symétrique car 1 22 (1 < 2) mais2 21 car 2 < 1 est faux.

Définition 3.5 : (Relation anti-symétrique)

On dit que £ est anti-symétriquesi:

V) eX? xRyetyRx = x=y.

Exemple :
i) Sur?(X), AZB < AcCB:

ARB — AcB, BRA — BcA}AchA — A=B.

Elle est donc anti-symétrique.

ii) SurZ: xZy < x— y estdivisible par 3.
XRy = x—-y=3k et yRx = —(y—x) =3k
x-y=3k et x-y=3(-k) = 3(k+k)=0 = k' =-k.

Trouver des élémentsde Z t.q. xZyetyZxetx £ y:
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— 5%R%2car5-2=3donc3|5-2.
— 2R5car2-5=-3donc3|2-5.

— Etpourtant 2 # 5.
|:I Donc £ n’est pas anti-symétrique.

Définition 3.6 : (Relation transitive)

On dit que £ est transitive si :

|:I V(x;y;z)eXs, XRy et yRz = xRz

Exemple :
i) Sur (Z(X),c) : Soient A,B,C e Z(X) t.q. ARXRBet BZC, < AcBetBc(C, = AcC, = AZC.Dou Z

transitive.
ii) SurZ, x#2y <= x -y estdivisible par 3:
XRy <= Ak1€Z,x—y=3k
YRz < Fkr€Z,y—z2=3k
= x-y+y—z2=3k1+ k) < x—2z2=3(k1 + k2) < xZz. = < est transitive.
iii) P estle plan R2, D = {ensembles des droites de P}, VD,,D, € D :

D, | D, < D et D, sont paralleles, D; L D, <= D et D, sont orthogonales.

SiD; || Dy et D, | D3 = D || D3 : vrai.

2
|:I SiD; 1 Dy etDy L D3 = D; L D3 : Faux, donc L n’est pas transitive.

Résumé :
Soit X un ensemble et Z une relation binaire sur X.
i) Z estréflexive < Vxe X, x%x.
ii) Z est symétrique < Y (x;y) € X*>, xRy = yRX.
iii) 2 est anti-symétrique < Y (x;y) € X>, xRy etyRx = x=J.

iv) Z est transitive < VY (x;7;2) € X3, xRyetyRz = xR z.

Exemple:
Si Z est symétrique et anti-symétrique :

”

V(X;Y)Exz,x%yﬁy,%_xﬁx:y — R = "=
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3.2 Relation d’équivalence

Définition 3.7 : (Relation d'équivalence)
Soit X un ensemble et soit 2 une relation binaire sur X.

On dit que £ est une relation d’équivalence si :
i) Zestréflexive:Vxe X, xR x.

ii) % est symétrique:V(x;y) € X2, XRYy = yRx.

|:Iiii) R est transitive: Y (x;y;2) € X3, xRy et yRz = xR z.

Exemple :
i) Sur P, larelation D, || D, est une relation d’équivalence.

ii) Sur Z, la relation sur Z de congruence modulo 3 est une relation d’équivalence.

iii) Larelation (sur £2(X)) d’inclusion n’est pas une relation d’équivalence car elle n’est pas symétrique.

3.2.1 C(lasse d’équivalence

Soit Z une relation d’équivalence.

Définition 3.8 : (Classe d’équivalence)

Soit x € X, on appelle la classe d’équivalence de x le sous-ensemble de X, notée [x] ou i ou X ou encore Clg(x), et défini
par:

Clg(x)=%=x=[x]={ye X | xRy}
Exemple :
— [x] < X.

— Ona [x] # @ car xZ x (par réflexivité de #), = x € [x].

Définition 3.9 : (Ensemble quotient)

Lensemble des classes d’équivalence est appelé ensemble quotient de X par la relation d’équivalence Z. On le note X/gp :

Xlgp={lx]| x€ X}

Exemple :
1. X/gpc P(X).

2. L'ensemble quotient X/gp est un ensemble d’ensembles, c’est-a-dire un ensemble dont les éléments sont des

ensembles.

3. Laréunion de toutes les classes d’équivalence est égale a X.

! Les classes d’équivalence forment donc une partition de X.
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3.2.2 Relation de congruence

Définition 3.10 : (Congruence modulo n)

Soit n € N* et (x; y) € Z2. On dit que x est congru a2 y modulo 7 si y — x est divisible par n. On notera x = y [n].

x=y[n] < 3JkezZ, y-x=kn.

Propriété 3.11 : (La congruence modulo n est une relation d’équivalence)

Pour n € N*, la relation £ notée aussi =,, qui est la relation de congruence modulo 7 est une relation d’équivalence sur Z.

Preuve :

— Réflexivité : x Zx < x=x[n]. Eneffet, x—x=0=0xn.

— Symétrie : On suppose que XxZy < x=y[n] = JkeZ y-x=kn < JkeZ x—y=—-kn,avec-keZ = y=
x[n] < yZ%x.

— Transitivité :

XRy < x=yln] y—x=kn (aveck; eZ)
—

YRz < y=z[n] z—y=kyn (avecky€Z)

= z—x=kin+ken=n(k;+k)) < z—x=nks(aveckse?Z) < x=z[n] < xRz.

— Détermination de la classe de x€ Z :

[x]={yeZ|x=ylnl}.

Orx=ylnl < JkeZ y—x=kn = y=x+kn—= [x]={x+knlkez}

g’nalement, on note I'ensemble quotient Z/. _ . ) par Z/nZ (Z sur nZ).

Définition 3.12 : (Z/nZ)
On appelle Z/nZ I'’ensemble quotient de Z par la relation de congruence modulo 7.

ZInZ=121.=. [ =2lz, = {classes d’équivalence de Z par la relation =,}

Il est important de comprendre que Z/nZ est une notation pour '’ensemble quotient de Z par la relation d’équivalence de
congruence modulo 7.

En effet, nZ n'est pas une relation mais un ensemble.

On utilise la notation Z/nZ pour aléger la notation Z/=  qui est plus lourde a écrire.

De maniére générale :

I:u ZInZ ={[0]; [1]; ...; [n=2]; [n— 1]}
Exemple :
Pourn=2 = 7Z/2Z={[x]|x€Z}.0Onalx]={x+2k| keZ}.

[0] = {2k | k € Z} = {entiers pairs}
[11={1+2k| k € Z} = {entiers impairs}
[2]={2+2k|keZ}=[0]

Bl=8B+2klkeZ}={1+2(k+1) | kez}=[1].

Donc Z/27 = {[0]; [1]}.
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Pourn=3 = Z/3Z={[x]|x€Z}.0Onalx]={x+3k| keZ}.

[0] ={3k | k € Z} = {multiples de 3}
[11 ={1+3k| k € Z} = {entiers dont le reste de la division par 3 est 1}
[2] = {2+ 3k | k € Z} = {entiers dont le reste de la division par 3 est 2}

(31=1[0]; [4]=[1]; [27]=[0].

_B(I)nc 7137 = {[0]; [1]; [2]}.

3.2.3 Caractérisation des relations d’équivalence

Propriété 3.13 : (X/gp est une partition de X)

Soit X un ensemble et soit 2 une relation d’équivalence sur X : I'ensemble X/gp est une partition de X.

Rappel : On dit que Q c 22(X) est une partition si :

i) VABeEQ,A#B = AnB=¢.

|:Iii) VxeX,JA€Q, x€ A.

Preuve :
Il faut montrer que X/gp = {[x] | x € X} € 22(X) est une partition.

i) Soient [x], [y] € X/gp tels que [x] # [y]. Est-ce que [x] # [y] = [x] n[y] = ? On va montrer que la contraposée est vraie :

KNy #8 = [x]=[y].

[XIN[yl #® < Jze[x]n[y]

< dze[x]etze[y]

Z€[X] < xRz
Sym.
zelyl <= yRz = ZRY
Z étant une relation d’équivalence = par transitivitt xZzetzZy — xZy.

trans.
X1RXx = X1 RY

— Soit x1 € [x] <
XRy
< x1 €[y],d’ol [x] < [y] et par symétrie [y] < [x].

= [x] = [y], donc la contraposée est vraie.
ii) Vxe X,JAe X/gptelque x € A= [x].

On a x € [x] par réflexivité.

l::|> X/gp est une partition de X (i.e. X/gp € 22(X)).

Propriété 3.14 : (Toute partition définit une relation d'équivalence)

Soit X un ensemble et Q < 22(X) (une partition de X).
La relation binaire :

XRqy <= JAeQtq.{x;y}c A, x,yeX,

est une relation d’équivalence dont la partition associée est Q.
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Preuve :

— Relation d’équivalence :

(O Zq estréflexive : En effet, Q est une partitiondonc Vx€ X,JA€ Q, x€ A, orx€ A < {x}c A < {xx}c A <
XRqX.
(@ R estsymétrique: Eneffet, xZqy <= JA€Qt.q {x;y}c A < JAcQtq.{y;x}c A < yZg=x.

(3 R est transitive : En effet, xZg y et y %o z

JAeQtqg.{x;y}cA
—
dBeQtq.{y;zl<B

OrA,BeQetye ANB = ANnB#@ — A= B (car Q est une partition, i.e. Q € 22(X)).

= {52/ cA = {;7lc A = xR 2.

— La partition associée a Z¢ est Q :

1.e.X/@Q=Q.

Soit [x] eX/ggQ.PuisquexEXethg’(X):EI!AEQt.q.xEA.
Soity€[x] = xZ%gy = IBeQtq.{x;y} < B.
OrxeAetxeB = ANB#¢ — A=B — ye€A.

Donc [x] € A. Réciproquement: soit ye A = {x;ylc A = xRqy — y€ [x].

_lR?nC Ac [x], dou [x] = A. Ainsi X/ggo =Q.

3.3 Relation d’ordre

Définition 3.15 : (Relation d’ordre)
Soit X un ensemble et soit Z une relation binaire sur X.

On dit que £ est une relation d’ordresi :
i) R estréflexive:Vxe X, xR x.
ii) Z est anti-symétrique: N (x;y) € X*, xRyetyRx = x=J.
ili) % est transitive:V(x;y;2) € X, xRy etyRz — xR z.

On note généralement une relation d’ordre en remplagant 22 par < (méme si ce n'est pas toujours I'ordre usuel) ou encore

pour bien inssister qu’il ne s’agit pas de la relation d’ordre uselle par <.

Exemple :
i) Sur R, larelation < est une relation d’ordre (appelée ordre usuel).

ii) Sur 2 (X), larelation < (inclusion) est une relation d’ordre.

iii) Sur N*, la relation de divisibilité | est une relation d’ordre :

alb < IkeN, b=k-a.

! iv) Larelation < sur R n’est pas une relation d’équivalence car elle n’est pas symétrique.
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3.3.1 Ordre total et ordre partiel

Définition 3.16 : (Ordre total et ordre partiel)
Soit (X, <) un ensemble muni d'une relation d’ordre.

— On dit que l'ordre est total si deux éléments quelconques de X sont toujours comparables :
V(x;y)EXz, xxyouy<ux.

— On dit que l'ordre est partiel si elle n’est pas total, c’est-a-dire s'il existe au moins deux éléments non comparables :

|:I EI(x;y)eXz, x&Ayety&x.

Exemple :
i) (R,<) estun ensemble totalement ordonné : deux réels sont toujours comparables.

ii) (22(X),c) est un ensemble partiellement ordonné (si card(X) > 2) :
SiA={1}et B=1{2}, alors AZ Bet B¢ A.

iii) (N*, |) (o1 | estlarelation « divise ») est un ensemble partiellement ordonné :

|:I 2t3et342 donc 3 et 2 ne sont pas comparable.

3.3.2 Fléments remarquables d’un ensemble ordonné

Définition 3.17 : (Majorant, minorant, maximum, minimum)

Soit (X, <) un ensemble ordonné et soit A c X.

— Unélément M € X est un majorantde Asi:

Vae A, a

N
<

— Un élément m € X est un minorantde Asi:

YaeA m

N
Q

— Un élément M € A est le maximum de A (noté max A) si:

MeA et VaeA, a<M.

— Un élément m € A estle minimum de A (noté min A) si:

|:I meA et VaeA, m<a.

Exemple :
— Un majorant (ou minorant) n’appartient pas nécessairement a A.

— Le maximum et le minimum, s’ils existent, sont uniques (par anti-symétrie).

! — max A existe = A est majorée, mais la réciproque est fausse en général.
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Exemple :
i) Dans (R, <), pour A=[0;1[:

— Majorants : tous les réels > 1

— Minorants : tous les réels <0

— max A n’existe pas (1 ¢ A)

— Majorants : {1}, {1; 2}
— Minorant: @

— maxA={1}

|:I — minA=¢

ii) Dans (2({1;2}),<), pour A={@,{1}:

— min A =0 (existe et appartient a A)

3.3.3 Borne supérieure et borne inférieure

Définition 3.18 : (Borne supérieure et borne inférieure)

L

Soit (X, <) un ensemble ordonné et soit A < X.

— La borne supérieure de A (notée sup A) est le plus petit des majorants de A :

supA=min{Me X |Vae A, a< M}.

— La borne inférieure de A (notée inf A) est le plus grand des minorants de A :

infA=max{me X |Vae A, m<a}.

Propriété 3.19 : (Lien entre extrema et bornes)

Soit A « X dans un ensemble ordonné (X, ).

— Simax A existe, alors sup A existe et sup A = max A.

|:I— Si min A existe, alors inf A existe et inf A = min A.

Exemple:
Dans (R, <) :
A supA | infA max A min A
[0;1] 1 0 1 0
[0;1] 1 0 n’existe pas 0
10; 1] 1 0 n'existe pas | n’existe pas
I:. N +00 0 n’existe pas 0
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3.3.4 Propriété de la borne supérieure dans R

Théoréme 3.20 : (Propriété de la borne supérieure (Axiome de complétude de R))

Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure dans R.

Autrement dit :

VAcCR, A#@etAmajorée — supAcR.

Exemple :

— Cette propriété caractérise R : elle est fausse dans Q.

— Exempledans Q: A={xeQ | X’ < 2} est majorée dans Q mais sup A = V2¢Q.

— Par symétrie, toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure dans R.

3.3.5 Récapitulatif des types de relations

Exemple:

Tableau récapitulatif des propriétés des relations binaires :

Type de relation Réflexive Symétrique Transitive
Relation d’équivalence Oui Oui Oui
Relation d’ordre Oui Non (anti-symétrique) Oui

Différence clé :
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Chapitre 4

Applications

4.1 Généralités sur les applications

Définition 4.1 : (Application)
Soient X et Y deux ensembles non vides. Une application f de X dans Y est une correspondance qui a tout élément x € X
associe un unique élément y € Y, appelé image de x par f et noté f(x).
On note :
X—Y f: X — Y

f: ou
x— f(x) x — f®

_lilest I'ensemble de départ (ou domaine de définition) et Y est 1’ ensemble d’arrivée (ou codomaine).

Exemple:

_ﬁlllanger X, Y, oularelation x — f(x) change I'application.

Définition 4.2 : (Graphe d’'une application)
Le graphede f: X — Y est]’ensemble :

L Tp={0x,f(x)|xeX}cXxY.

4.2 Image directe et image réciproque

Définition 4.3 : (Image directe)
Soit f: X — Y et Ac X. Limage directe de A par f est:

fA={fx)|xeAl={yeY|IxeA y=fx)}icY.
En particulier, f(X) est appelé image de f.

Propriété 4.4 : (Propriétés de l'image directe)

Soient f: X — Y, Apc A; c X et By, By c X. Alors :
(a) Si Ao C Al: alors f(Ao) C f(Al)

(b) f(AgU A = f(Ap)U f(A1).

|:I(c) f(Agn Ay c f(Ap)) N f(A1) (inclusion peut étre stricte).

Preuve :
(b) : Soit ye f(AgUA)) <= Fx€ AgU A, y=f(x) & FxcAjouxe A, y=f(x) < ye f(A)Vye f(A) < ye

f(Ag) U f(Ay).

(€):Soitye f(AgnA;)) = Ix€ Agn A, y=f(x) = x€Apetxe Ay = ye f(Ap etye f(A)) = ye€ f(Ap) N f(A1).

Linclusion peut étre stricte : exemple f : {a,b} — R, f(a) = f(b) =1, Ag = {a}, A1 =1{b}, Agn A = @, f(®) = @ mais
g’Ao)ﬁf(fh) ={1}.
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Définition 4.5 : (Image réciproque)
Soit f: X — Y et Bc Y. Limage réciproque de B par f est:

fYB) ={xeX|f(x)e BIc X.

ANe pas confondre f~!(B) (image réciproque d'un ensemble, toujours définie) et f~! (application réciproque, définie

gulement si f est bijective). A\

Propriété 4.6 : (Propriétés de l'image réciproque)

Soient f: X — Y et By, By c Y. Alors:
(a) SiByc By, alors f~1(By) < f~1(By).
b) fTBouB) =f(By)Uf(BY).
© fYBonB1)=f"1(Bo)n fH(BY).

(d) f1(Bo\B1) =f"1Bo)\ fHBY).

|=(e) Y CyB)=CxfL(B).

Propriété 4.7 : (Relations entre image directe et image réciproque)

Soient f: X - Y, AcXetBcY.Alors:
(@ Acf I f(A)) (avec égalitési f est injective).

(b) f(f'(B) cB (avec égalitési f est surjective).

4.3 Injections, surjections, bijections

Définition 4.8 : (Application injective)
Lapplication f: X — Y est dite injective si tout élément de Y possede au plus un antécédent par f :

Vxn,x2€X, f(x1)=f(x) = x1=xp.

(De maniere équivalente par contraposée : x; # xo = f(x1) # f(x2).)

Définition 4.9 : (Application surjective)
Lapplication f: X — Y est dite surjective si tout élément de Y possede au moins un antécédent :
VyeY,IxeX, f(x)=
Autrement dit : f(X) =

Définition 4.10 : (Application bijective)
Lapplication f: X — Y est dite bijective si elle est a 1a fois injective et surjective, c’est-a-dire si tout élément de Y posséde

un unlque antécédent :

VyeY,dxeX, fx)=y.
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Exemple :
1. f:R—R, x— 2x -3 est bijective.

2. f:R—R, x— x? n'est niinjective (f(1) = f(~1)) ni surjective (-1 ¢ f(R)).
3. f:R—R, x— cosx est ni injective ni surjective.

4. f:R—R, x— x> est bijective.

|:I 5. f:R— R}, x— e* est bijective.

Propriété 4.11 : (Critere d’injectivité via les images réciproques)

f: X — Y estinjective si et seulement si pour tout y € Y, f~!({y}) est soit vide soit un singleton.

Propriété 4.12 : (Caractérisation de l'injectivité)

Soit f: X — Y. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) f estinjective.

(2) Pourtous A,Be 2 (X), f(AnB) = f(A)n f(B).

|:|(3) Pour tout Ac X, f~1(f(A)) = A.

4.4 Composition des applications

Définition 4.13 : (Application composée)

Soient f: X — Y et g: Y — Z deux applications (telles que '’ensemble d’arrivée de f est'’ensemble de départ de g). On
définit I'application composée go f par:
gof: X — Z
x — (8o NHx)=g(f(x)

gl lit « g rond f ».

Exemple:
El général, fog#gof.

Propriété 4.14 : (Composition et injectivité/surjectivité)

Soient f: A— Bet g: B— C deuxapplications. Alors :
(1) go f injective = f injective.

(2) go f surjective = g surjective.

|:|(3) Si f et g sont injectives (resp. surjectives, bijectives), alors g o f est injective (resp. surjective, bijective).

Preuve :
(1) : Supposons go f injective. Soient x, x, € A tels que f(x1) = f(x2). Alors g(f(x1)) = g(f(x2)), i.e. (go f)(x1) = (go f)(x2).
Par injectivité de go f, x; = x». Donc f est injective.
(2) : Supposons go f surjective. Soit z€ C. 3x € Atel que (go f)(x) = z, i.e. g(f(x)) = z. Posons y = f(x) € B, alors g(y) = z.

Donc g est surjective.
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4.5 Application réciproque
Définition 4.15 : (Application réciproque)
Soit f: X — Y une bijection. Lapplication réciproque de f, notée f~!, est 'application :
Yy — X
y +— lunique xe X tel que f(x) =y

Propriété 4.16 : (Caractérisation de la bijectivité)

[ : X — Y estbijective si et seulement s’il existe g: Y — X telle que :
gOfZIdX et ngZIdy.
Danscecas, g = f .
Propriété 4.17 : (Propriétés de la réciproque)
Si f: X — Y estbijective :

(1) flof=Idxet fof !=Idy.

2) f~!estbijectiveet (f~)"! = f.

|:|(3) Si g: Y — Z est aussi bijective, alors (go f) ™! = flog™L.

Exemple :
1. exp:R—RY, x — e* est bijective, de réciproque In: R} — R.

2. f: R3 — RS, fx,y,2) =(x—y+2z,—x+y—2z,2x—y+z) : étudier I'injectivité, la surjectivité, la bijectivité et déterminer

f~!sielle existe (voir Examen 08/01/2013).

4.6 Fonction indicatrice

Définition 4.18 : (Fonction indicatrice)

Soit E un ensemble et A c E. La fonction indicatrice (ou caractéristique) de A est 'application 14 : E — {0, 1} définie par :

1 sixeA
Talx) =
0 six¢A

Propriété 4.19 : (Propriétés des fonctions indicatrices)

Soient A,B c E. Alors:
@ Tanp=Ta-1p.
(b) Tg, 4 =1-1a.
(© Taup=Ta+1p-14-1p.
(d) Tap=140-1p)=T4—-14-1p.

() Taap=Ta+1p—-2T41p (différence symétrique AAB = (A\B)uU (B\ A)).

I:|(f) A=B < 1,=13.
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4.7 Cardinal dun ensemble fini

Définition 4.20 : (Ensemble fini, cardinal)

Un ensemble E est dit fini s’il existe n € N et une bijection de {1, ..., n} sur E.
Lentier n est unique et s’appelle le cardinal de E, noté card(E) ou |E|.

Par convention, card(®) = 0.

Propriété 4.21 : (Dénombrement des applications)

Soient E et F deux ensembles finis avec card(E) = n et card(F) = p.

(1) Le nombre d’applications de E dans F est p".

p!
(p-n)

(2) Lenombre d’injections de E dans F (avec p > n)estp(p—1)---(p—n+1) =

|:|(3) Le nombre de bijections de E dans F (si p = n) est n!.

Propriété 4.22 : (Cardinal de 22 (A))

Si A est un ensemble fini a n éléments, alors card (22 (A)) = 2".

Preuve :

On construit une bijection entre 22(A) et les applications de A dans {0, 1} via les fonctions indicatrices : a B ¢ A on associe

1p. Le nombre de telles applications est 2”. D’apres la Prop précédente avec p = 2, on a bien card(2(A)) = 2".

Exemple :
|_|2In peut montrer qu’il n’existe pas de bijection entre 22(X) et X (méme si X est infini), par I'argument diagonal de Cantor.
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Chapitre 5

Groupes

5.1 Loide composition interne

Définition 5.1 : (Loi de composition interne (LCI))
Soit E un ensemble.

Une loi de composition interne sur E est une application 7" définie par :
T: ExE — E

x,y) — xTy=T(x,Yy)

Autrement dit, c’est une application qui a tout couple (x, y) d’éléments de E associe un élément de E (stabilité).

Exemple :
1. L'addition + et la multiplication x sont des LCIsurN, Z, Q, R.

2. Lasoustraction n’est pas une LCI sur N (car 1 — 2 ¢ N), mais l'est sur Z.

3. La composition o est une LCI sur I'’ensemble des applications de E dans E.

|:I4. SurR\{1},laloix*y=x+y—xyestune LCI (avérifier: x* y=1-(1-x)1—-p)#1six#lety#1).

Définition 5.2 : (Propriétés d'une LCI)
Soit T une LCI sur E.

— T est associativesi:Vx,y,z€ E, xTy)Tz=xT (yT z).
— T est commutativesi:Vx,ye E,xTy=yTx.

— ee Eestun élément neutrepour Tsi: VxeE,eTx=xTe=x.

— Soit e ’élément neutre. x’ € E est un symétrique (ou inverse) de x pour T'si: xTx' =x'Tx=e.

Propriété 5.3 : (Unicité de I'élément neutre et du symétrique)

(1) S’il existe, I’élément neutre est unique.

(2) Si T estassociative et si x admet un symétrique, celui-ci est unique.
Preuve :

(1) : Supposons e et ¢’ deux éléments neutres. Alors e = e T ¢’ = ¢’ (en utilisant que ¢’ est neutre puis que e est neutre).

(2) : Supposons x’ et x” deux symétriques de x. Alors: X' =x' Te=x'T(xTx") = (X' Tx)Tx"=eTx" =x".
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5.2 Notion de groupe

Définition 5.4 : (Groupe)
On dit que (G, *) est un groupe si * est une LCI sur G vérifiant :

G1. Associativité: Vx,y,z€ G, (x* y) *xz2=x* (y * 2).

G2. Elémentneutre:dec G,VxeG, exx=Xx*e=X.

G3. Symétrique:Vxe G, Ax ' eG xxx ' =x1xx=e.

g‘de plus * est commutative, on dit que (G, *) est un groupe abélien (ou commutatif).

Exemple :
1. (Z,4), (@,4), (R, +) sont des groupes abéliens.

2. (@*, %), (R*, x) sont des groupes abéliens.

3. (N, +) n’est pas un groupe (pas de symétrique pour n > 1).
4. (Z, x) n'est pas un groupe (pas de symétrique pour |n| > 2).
5. (Z/nZ,+) estun groupe abélien.

6. (2(X),A) est un groupe abélien (élément neutre @, tout élément est son propre symétrique).

|:I 7. (Uy,x) ou Uy = {z € C||z| = 1} est un groupe abélien.

Propriété 5.5 : (Propriétés dans un groupe)

Soit (G, *) un groupe d’élément neutre e. Pour tous x,y € G :
M @ Hl=x
@) xxyt=ylexl

(3) Lois de simplification: x * y = x *+ z = y = z (simplification a gauche) et y * x = z + x = y = z (simplification a

droite).

|:|(4) L'équation a * x = b (resp. x * a = b) a une unique solution x = al«h (resp. x = b * a 1.
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5.3 Sous-groupes

Définition 5.6 : (Sous-groupe)

Soit (G, *) un groupe. Un sous-ensemble H c G est un sous-groupe de G si (H, %) est lui-méme un groupe, c’est-a-dire :
SG1. H # ¢ (ou de maniere équivalente e € H).

SG2. Vx,y€ H, x* y € H (stabilité).

gGI& Vxe€ H, x~! € H (stabilité par passage au symétrique).

Exemple :

!Les conditions 2 et 3 peuvent se remplacer par une seule: Vx,y € H, x * y‘l € H.

Propriété 5.7 : (Intersection de sous-groupes)

|gilG1 et G, sont deux sous-groupes de G, alors G; N G2 est un sous-groupe de G.

Propriété 5.8 : (Réunion de sous-groupes)

G1 U G est un sous-groupe de G si et seulement si G; < G, ou Gy < Gj.

Propriété 5.9 : (Sous-groupes de 7)

Les sous-groupes de (Z, +) sont exactement les ensembles de la forme :

kZ=1{kn|nezZ}, keN.

Preuve :

kZ estun sous-groupe:0=k-0€ kZ,six=kmety=knalorsx+y=k(m+n) € kZ, —x = k(—m) € kZ.
Tout sous-groupe est de cette forme : Soit G un sous-groupe de Z. Si G = {0}, alors G = 0Z. Sinon, G contient un élément
non nul ¢, donc aussi —¢, donc G contient un entier strictement positif. Posons k = min{¢ € N*, £ € G}. Montrons G=kZ :
— Si /€ G, alors £Z c G (par stabilité).
— Soit g € G. Par division euclidienne, g = kg +r avec0 < r < k. Or r = g — kq € G (stabilité). Par minimalité de k, r = 0.

|:I Donc g=kqgekZ.

Exemple:
E‘s sous-groupes de (Z,+) sont {0} =0Z, Z = 1Z, 2Z (entiers pairs), 3Z, etc.
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5.4 Morphismes de groupes

Définition 5.10 : (Morphisme de groupes)

Soient (G, *) et (H,-) deux groupes. Une application f : G — H est un morphisme de groupes (ou homomorphisme) si :

Vx,yeG, flxxy)=fx)-fO.

Propriété 5.11 : (Propriétés des morphismes)

Soit f : G — H un morphisme de groupes, eg (resp. er) 'élément neutre de G (resp. H). Alors :
(1) fleg) =en.
@) VxeG, fix V)= (fx)

(3) f(G) ('image de f) est un sous-groupe de H.

|:|(4) Ker(f) = f'(ley}) = {x€ G| f(x) = ey} est un sous-groupe de G, appelé noyau de f.

Propriété 5.12 : (Injectivité et noyau)

|gr|1 morphisme f: G — H est injectif si et seulement si Ker(f) = {eg}.

Preuve :

(=) :Si f estinjective et x € Ker(f), alors f(x) = ey = f(eg), donc x = eg.

(<) :SiKer(f) = {eg} et f(x) = f(y), alors f(x-y~ ) = f(x)- f() ! = e, donc x * y~! € Ker(f) = {eg}, dott x * y~! = eg, soit

x=y.
Définition 5.13 : (Isomorphisme, automorphisme)

— Un isomorphisme est un morphisme bijectif.

— Un automorphisme est un isomorphisme de G dans lui-méme.

— On dit que G et H sont isomorphes (G = H) s'il existe un isomorphisme de G dans H.

Exemple :
1. f:(R+)— (R}, x), x— e est un isomorphisme (réciproque : In).

2. f:(Z,+)— (kZ,+), n— kn est un isomorphisme pour tout k # 0.

3. f:Z— ZInZ, k~ k est un morphisme surjectif de noyau nz.

|:I (ZInz,+).

Propriété 5.14 : (Morphismes de (Z, +))

Tout morphisme de (Z, +) dans (Z, +) est de la forme n — kn pour un certain k € Z.
— Il est injectif ssi k # 0.

— Il est surjectif ssi k= +1.
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Propriété 5.15: ((Z/nZ,+) est un groupe abélien)

Laloi X + y = x + y est bien définie sur Z/nZ et munit cet ensemble d’une structure de groupe abélien, d’élément neutre 0,

! et ol le symétrique de X est —x.

Propriété 5.16 : (Critere d’abélianité)

! Soit (G, *) un groupe. Alors G est abélien si et seulement si 'application x — x~! est un morphisme de G.
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Chapitre 6

Constitution des réels

6.1 Corps des réels

Définition 6.1 : (Corps)

Un corps est un ensemble K muni de deux LCI + et x telles que :
Cl. (K,+) estun groupe abélien, d’élément neutre 0.

C2. (K™, x) est un groupe abélien, d’élément neutre 1.

|:(|]3. Distributivité: Vx,y,z €K, xx (y+2) =xx y+xx z.

Exemple:
|| Q, R, C sont des corps. Z n’est pas un corps (les entiers > 2 n'ont pas d’inverse pour x).

Définition 6.2 : (Corps ordonné)

Un corps (KK, +, x) est dit ordonné sil’on dispose d’'une relation d’ordre < compatible avec les opérations, c’est-a-dire :
1) Vx,yzeK,x<y = x+z< y+z.

(2) Vx,y,zeK, x<yet0<z = xz< yz.

6.2 Propriété de la borne supérieure
Définition 6.3 : (Majorant, minorant, borne supérieure, borne inférieure)
Soit ACR, A#@.
— M eRestun majorantde AsiVae A, a< M.
— meRestun minorantde AsiVae A, a> m.
— Aest majorée (resp. minorée) si elle admet un majorant (resp. minorant).
— Aest bornéesi elle est a la fois majorée et minorée.

— S’il existe, le plus petit des majorants de A s’appelle la borne supérieure de A, notée sup A.

|:I— S’il existe, le plus grand des minorants de A s’appelle la borne inférieure de A, notée inf A.

Théoréme 6.4 : (Théoreme de la borne supérieure (propriété fondamentale deR))

Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.

Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure.
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Exemple :
Ce théoréme caractérise la complétude de R. Il est faux dans Q : par exemple A = {x € Q | x* < 2} est majorée dans Q mais

gpA=\/§€@.

Propriété 6.5 : (Caractérisation de sup A)

Soit A c R non vide et majorée, et M € R. Alors :

VacA,a<M (M est majorant)

|:| M=supA —
Ve>0,3a. € A, a.>M-¢ (M estle plus petit)

6.3 Propriété d’Archimede

Propriété 6.6 : (Propriété d’Archimede)
R est archimédien : pour tout € > 0 et tout x € R, il existe n € N tel que ne > x.
En particulier :

1
Ve>0,dneN*, — <e.
|=| n

Définition 6.7 : (Partie entiere)
Pour tout x € R, il existe un unique entier n € Z tel que n < x < n+ 1. Cet entier n est appelé partie entiere de x et noté | x]

g E(x).

6.4 Densitéde Q dansR

Propriété 6.8 : (Densité de Q dansR)
Entre deux réels quelconques x < y, il existe un rationnel r e Q telque x < r < y.

Autrement dit, tout intervalle ouvert non vide de R contient un rationnel.

Propriété 6.9 : (Densité des irrationnels dans R)

Entre deux réels quelconques x < y, il existe un irrationnel ze R\ Q telque x < z < y.
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6.5 ConstructiondeR

Lensemble R peut étre construit de plusieurs facons équivalentes a partir de Q :

¢ Coupures de Dedekind : R est 'ensemble des coupures de Dedekind dans @, i.e. les partitions (Q;,Q,) de @ avec

Q1 < Q2 élément par élément et Q; sans maximum.

¢ Suites de Cauchy : R est le complété de Q pour la distance usuelle, obtenu comme ensemble des classes d’équivalence

de suites de Cauchy de rationnels.

Théoréme 6.10 : (Caractérisation de R)

R est 'unique corps totalement ordonné et complet (au sens de la propriété de la borne supérieure).
Plus précisément, si K est un corps totalement ordonné et vérifiant la propriété de la borne supérieure, alors K estisomorphe

g‘& (en tant que corps ordonné).

Exemple :
La propriété de la borne supérieure est ce qui distingue R de @ : Q est un corps totalement ordonné, archimédien, mais pas

gmplet.

Définition 6.11 : (Nombres réels et représentation décimale)

Tout réel x € [0, 1[ admet une développement décimal :

+00

oua, €10,1,...,9}. Ce développement est unique sil’on impose que la suite (a,) ne soit pas ultimement constante égale a 9.

Un réel est rationnel si et seulement si son développement décimal est ultimement périodique.

Exemple :

71 =3,14159265... est irrationnel (et méme transcendant). v2 = 1,41421356... est irrationnel.

1 —
—=,333...=0,3 est rationnel avec développement périodique.
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