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L1 MIEEA

Année 2012-2013 Algebre linéaire. Fiche n°1. Les systémes linéaires.

Exercice 1.
Annie et Arthur sont frere et sceur. Annie a autant de fréres que de sceurs mais Arthur a deux fois plus de sceurs que de fréres.

g)mbien y-a-t-il d’enfants dans cette famille?

Exercice 2.
Un probléme d’argent : Monsieur X. dispose de trois comptes en banque A, B et C. Son compte A est non rémunéré. Son

compte B est rémunéré a hauteur de 10 % par an. Enfin, son compte C est quant a lui rémunéré de 20 % par an. Monsieur X.
rn'intervient pas sur ses comptes pendant trois ans. Cependant, chaque année, les bénéfices de chaque compte sont reversés
directement sur le méme compte. Monsieur X. a déclaré avoir en tout sur ses trois comptes la somme de 12 000 euros en

2006, de 13 400 euros en 2007, et de 15 040 euros en 2008.

gz quelles sommes Monsieur X. disposait-il sur chacun de ses comptes en 2006?

Exercice 3.
On consideére la réaction chimique

aNO; + bH,0 — cHNO, + dHNO3

ol a, b, c et d sont des entiers strictement positifs inconnus. La réaction doit étre équilibrée, c’est-a-dire le nombre d’atomes
de chaque élément doit étre le méme avant et aprés la réaction. Par exemple le nombre d’atomes d’oxygene doit rester le

meéme :
2a+b=2c+3d

Bien qu'’il ait plusieurs valeurs possibles pour a, b, c et d qui équilibrent la réaction, calculer les entiers positifs les plus

!petits possibles équilibrant la réaction.

Exercice 4.
Sans faire de calculs, déterminer lesquels des systémes homogenes suivants ont d’autres solutions que la solution triviale.

x+3y—-2z=0 2x+y+3z=0
3x-2y=0

x—8z=0 x+2y=0
6x—-4y=0

4z=0 y+z=0

Exercice 5.
Résoudre les systemes suivants a I'aide de I’algorithme de Gauss. On précisera dans chaque cas les variables libres.

xX=-2y+z=7 x+2y-3z=1 x+2y—-2z=-1
1) 2x—-y+4z=17 (S2) 2x—y+4z=4 (Ss) 3x—y+2z=7
3x-2y+2z=14 3x+8y—-13z=7 5x+3y—4z=2




2x—-5y+3z—4s+2t=4 X+2y—-3z+4t=2
(S4) 3x—7y+2z—5s+4t=9 (S5) 2x+5y-2z+r=1

5x—10y—5z—4s+7t=22 S5x+12y—-7z+6t=7

L

Exercice 6.
Expliquer a I'aide de I'algorithme de Gauss pourquoi tout systéme linéaire admet ou bien :

a) une unique solution,
b) aucune solution,

! c) ou une infinité de solution.

Exercice 7.
Déterminer les valeurs de k de sorte que les systemes suivants d'inconnues x, y et z admettent, (i) une unique solution, (ii)

aucune solution, (iii) une infinité de solutions.

x-2y=1 kx+y+z=1
S1) {x—y+kz=-2 (S2) Jx+ky+z=1
ky+4z=6 xX+y+kz=1

Exercice 8.
Quelles conditions doivent vérifier a, b et ¢ pour que le systéme suivant d'inconnues x, y et z admette une solution.

x+2y—-3z=a
2x+6y—11z=>b

xX-2y+7z=c

(=

Exercice 9.
(O Résoudre le systeme suivant en prenant (e, f) = (1,0) puis (e, f) = (3,2).

3x+6y=e
2x+4y=f
(@ Soient a, b, ¢, d quatre nombres réels. On consideére les trois propriétés suivantes :

P : pour tout couple de réels (e, f), le systeme

ax+by=e
cx+dy=f
admet exactement une solution.
P, : le systtme homogene
ax+by=0
cx+dy=0

admet (x, y) = (0,0) pour unique solution.

P53 : le nombre ad — bc est non nul.




Montrer que ces trois propriétés sont équivalentes.
(® Dans le plan P rapporté a un repére orthonormé (O, i, f) on considere les ensembles
Di={M(x,y)€P, ax+by=e} et Dy={M(x,y)eP, cx+dy= f}.
Quelle est la nature géométrique de ces ensembles?
Interpréter géométriquement les différentes possibilités pour 'ensemble des solutions du systeme
ax+by=e

cx+dy=f

(=

Exercice 10.
Soit f une fonction polynomiale de degré 3 sur R, que I'on écrit sous la forme suivante : pour x € R,

fx)= ax® +bx®+cx+d.
Déterminer les parameétres réels a, b, c et d (s'il en existe) pour que f satisfasse :

fM=4, f=D=0 f(-2)=-5 [f(2)=15.

L

Exercice 11.
Trouvez un polynéme de degré inférieur ou égal a deux dont le graphe passe par les points (1, p), (2, q), (3,ryoup,qgetr

sont des nombres arbitraires. Existe-t-il toujours un tel polyndme pour n’'importe quelles valeurs de p, g, r?
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Année 2012-2013

Algebre linéaire. Corrigé de la fiche n°1. Les systémes linéaires.

Exercice 1.

Correction de I'exercice 1.
Posons:

Doncx=y-1.

Doncy=2(x-1).

Le systeme est donc :

Exercice 2.

g)mbien y a-t-il d’enfants dans cette famille?

Annie et Arthur sont frere et sceur. Annie a autant de fréres que de sceurs mais Arthur a deux fois plus de sceurs que de fréres.

x =1le nombre de garcons

y =le nombre de filles

11 s’agit de trouver le systéme associé a ce probléme.

x —1 =1le nombre de freres d’Annie

¥ —1=1e nombre de sceurs d’Annie

X —

Résolution par équivalences de systémes :

x=y-1
—
y=2(x-1)
x=y-1
—
y-2y=-4

y =le nombre de sceurs d’Arthur

1 =le nombre de freres d’Arthur
x=y-1
y=2(x-1)
x=y-1 x=y-1 x=y-1
— —
y=2((y-1)-1) y=2(y-2) y=2y-4
x=y-1 x=y-1 x=4-1 x=3
p=—— > —
_y:_4 y:4 y:4 y:4

Llly adonc x + y =4+ 3 =7 enfants dans cette famille.

Un probléme d’argent : Monsieur X. dispose de trois comptes en banque A, B et C. Son compte A est non rémunéré. Son
compte B est *émunéré a hauteur de 10 % par an. Enfin, son compte C est quant a lui rémunéré de 20 % par an. Monsieur X.
r'intervient pas sur ses comptes pendant trois ans. Cependant, chaque année, les bénéfices de chaque compte sont reversés
directement sur le méme compte. Monsieur X. a déclaré avoir en tout sur ses trois comptes la somme de 12 000 euros en
2006, de 13 400 euros en 2007, et de 15 040 euros en 2008.

g(la quelles sommes Monsieur X. disposait-il sur chacun de ses comptes en 2006?



Correction de I'exercice 2.
Notons a, b et ¢ les sommes initiales sur les comptes A, B et C respectivement en 2006.

2006: a+b+c=12000
2007: a+1,1b+1,2c=13400

2008: a+1,11b+1,24c=15040

Ce qui donne le systeme équivalent :

a+b+c=12000

b ¢
— +-==1400
10 5

b b c c

—+—+-+—=1640
10 100 5 25

Simplifions les deux derniéres équations :

a+b+c=12000 (E)
b+2c=14000 (E»)
11b+26¢=164000 (E3)

Effectuons —11E, + E3 :

a+b+c=12000 (Ep) a+b+c=12000 (E;) a+b+c=12000
b+2c=14000 (E;) < b+2c=14000 (E») — b+2c=14000
11b+26¢ =164 000 (E3) 4¢=20000 (—-11E;+ E3) ¢=5000

Remontée par substitutions :

a+b+c=12000 a+b+c=12000 a+4000+5000=12000 a=3000
b+2(5000) =14 000 < b=4000 < b=4000 <= {4 b=4000
¢=5000 ¢=5000 ¢=5000 ¢=5000

|:Mlonsieur X. disposait de 3 000 euros sur le compte A, 4 000 euros sur le compte B et 5 000 euros sur le compte C en 2006.

Exercice 3.
On consideére la réaction chimique

aNO;, + bH,O — ¢cHNO> + d HNO3

ol a, b, c et d sont des entiers strictement positifs inconnus. La réaction doit étre équilibrée, c’est-a-dire le nombre d’atomes
de chaque élément doit étre le méme avant et apres la réaction. Par exemple le nombre d’atomes d’oxygene doit rester le

méme :
2a+b=2c+3d

Bien qu'il ait plusieurs valeurs possibles pour a, b, ¢ et d qui équilibrent la réaction, calculer les entiers positifs les plus

!petits possibles équilibrant la réaction.



Correction de I'exercice 3.
Le systeme d’équations obtenu en équilibrant les atomes d’azote (N), d’hydrogene (H) et d’oxygene (O) est :

2a+b=2c+3d (O)

a=c+d (N)
2b=c+d (H)
Résolution par équivalences de systemes :
2a+b=2c+3d
a=c+d
2b=c+d

On remplace c + d par 2b dans la deuxieme équation car la troisieme équation donne aussi 2b = c+d.
2a+b=2c+3d
— a=2b
2b=c+d
On exprime c en fonction de b et d a partir de la troisieme équation: c =2b—d.

2a+b=2c+3d

> 1 a=2b
c=2b-d
On remplace a par 2b dans la premiére équation.
5b=2c+3d

<4 a=2b

c=2b-d
On remplace ¢ par 2b — d dans la premiere équation.
5b=4b+d
< 4§ a=2b
c=2b-d

Onrésout 5b =4b+d, ce qui donne b=d.

c=2b-d
On substitue b = d dans les autres équations.
a=2d
<~ {b=d
c=d




Pour obtenir les entiers strictement positifs les plus petits, on choisit d = 1. On obtient alors :

a=2

b=1
4

c=1

d=1

La réaction équilibrée est :

L

Exercice 4.
Sans faire de calculs, déterminer lesquels des systémes homogenes suivants ont d’autres solutions que la solution triviale.

2NO2 + HoO — HNO» + HNOg

x+3y-2z=0 2x+y+3z=0
3x-2y=0

S1) x—8z=0 (S2) (S3) xX+2y=0
6x—-4y=0

4z=0 y+z=0

L

Correction de 'exercice 4.
Pour le systeme (S;) :

x+3y—-2z=0
x—8z=0
4z=0

On a 3 équations pour 3 inconnues et les équations sont indépendantes car la troisieme équation ne fait intervenir que z, la
deuxiéme les inconnues x et z, la premiere les trois inconnues x, y, z. Aucune n’est une combinaison linéaire des autres.
Un tel systeme homogene carré a équations indépendantes n'admet que la solution triviale x = y =z = 0.
Pour le systéme (S,) :

3x-2y=0

6x—4y=0
On remarque que la deuxiéme équation est le double de la premiere (L, = 2L,). Le systeme est donc équivalent a une seule
équation :

3x-2y=0

Ce systeme admet une infinité de solutions, par exemple (x, y) =(2,3).

Pour le systeme (S3) :

2x+y+3z=0
x+2y=0
y+z=0

La deuxiéme et la troisiéme équation sont indépendantes : la deuxiéme contient x mais pas z, la troisieme contient z mais
pas x.
Sila premiere dépendait des deux autres, son x proviendrait de la deuxiéme et son z de la troisieme. Or le coefficient de y

dans la deuxieme (2) est déja plus grand que celui de la premiere (1), et la troisieme en apporterait en supplément.




1l est donc impossible d’obtenir la premiére équation a partir des deux autres : les trois équations sont donc indépendantes.

Un systéme homogene carré a trois équations indépendantes n’admet que la solution triviale. Réponse : non.

Exercice 5.
Résoudre les systemes suivants a ’aide de ’algorithme de Gauss. On précisera dans chaque cas les variables libres.

x=2y+z=7 x+2y-3z=1 x+2y-2z=-1
(S1) § 2x-y+4z=17 (S2) § 2x-y+4z=4 (S3) 3x—y+2z=7
3x-2y+2z=14 3x+8y—-13z=7 5x+3y—4z=2
2x—-5y+3z—4s+2t=4 X+2y—-3z+4t=2
(S4) 3x—7y+2z—5s+4t=9 (Ss) { 2x+5y-2z+r=1
5x—10y—5z—4s+7t=22 S5x+12y—-7z+6t=7

L

Correction de 'exercice 5.
Résolution de (S;) :

x=-2y+z=7 L
2x—-y+4z=17 L,
3x-2y+2z=14 I3
On effectue L, = L, —2Ly et Ly = L3 — 3Ly :
x=2y+z=7 L
3y+2z=3 L,
4y—z=-7 L}
On échange L), et L, pour avoir un pivot plus simple, ou on continue directement. Multiplions L/, par 4 et L} par 3 :
x=2y+z=7 L
12y+8z=12 4L,
12y-3z=-21 3L

On élimine y par Lj = 3L} —4L) :

x=-2y+z=7 I x=2y+z=7
12y+8z=12 4L, = { 12y+8z=12
—11z=-33 3L;-4L) z=3
Remontée par substitutions :
X-2y+z=7 X=-2y+z=7 X=-2y+z=7
12y+8@3)=12 < 12y=-12 < y=-1
z=3 z=3 z2=3

10



x-2(-1)+3=7 x=2
y=-1={y=-1
z2=3 z=3
Solution unique: (x,y,z) = (2,—1,3).
Résolution de (S,) :
x+2y-3z=1 I,
2x—y+4z=4 L,
3x+8y—-13z=7 L3
Ly=Ly—2L et} =L3-3L,:
x+2y—-3z=1 L
—5y+10z=2 L,
2y—4z=4 L
On remarque que L} est proportionnelle L), (L} = —£L}). En fait, 5L, + 2L, donne 0 = 24, ce qui est impossible. Le systéme

n’a pas de solution.

Résolution de (S3) :
X+2y-2z=-1 L,
3x—y+2z=7 Lp
5x+3y—-4z=2 I3
Ly=L,—-3LyetLy=L3—5L;:
x+2y-2z=-1 IL;

-7y+8z=10 L,

—~Ty+6z=7 L
Ly=L,-L,:
x+2y-2z=-1 L, x+2y-2z=-1
-7y+8z=10 L, = { -7y+8z=10
3
—2z=-3 Lyj=L;-L, z=3
Remontée par substitutions :
x+2y-2z=-1 x+2y-2z=-1 x+2y-2z=-1 x+2y-2z=-1
3 2
—7y+8x§:10 = -7y+12=10 < —-7y=-2 < yz?
3 Z_3 Z_3 3
=2 2 T2 =3
2 3 10
X+2x—-—-2x—-—=-1 xX+——-3=-1 x=—
7 2 7
—2 — —2 — —2
J’—7 J’—7 J’—7
3 3 3
z=— z=— z=—
2 2 2

11



Solution unique : (x,,2) = (12,2, 3).

Résolution de (S4) : La matrice augmentée du systeme est :

w
|
\]
[\
|
[8)]
'S
©

22

[4)]
|
—_
(e}
|
[8)]
|
B~
\]

le =2L,—-3L; et L/3 =2L3—-5L;:

Ly=1L,-5L):

o o N
o — cln
|
o L w
oo L

|
Lo
|
s o -

Les variables liées sont x, y et s. Les variables libres sont z et ¢. On exprime x, y, s en fonction de z et ¢ par équivalences de
systemes :

2x—-5y+3z—4s+2t=4

y—5z+2s+2t=6
25s—6r=-6

De la derniere équation, on tire s = —3 + 3¢.
2x-5y+3z—4s+2t=4
= A y—-5z+25+2t=6
s=-3+3¢
On remplace s par —3 + 3¢ dans la deuxiéme équation.
2x-5y+3z—4s+2t=4

= 1 y=12+5z—-8t

§s=-3+3¢
On remplace y et s dans la premieére équation.
x=26-15¢+11z
< {y=12+5z-8¢
s=-3+3t
Lensemble des solutions est :

7 ={(26-15t+11z; 12-8t+5z; z; -3+3t; 1) | (z,1) e R?}

Les variables libres sont z et .

12



Résolution de (Ss5) : Matrice augmentée :

1 2 -3 4|2
2 5 =2 1|1
5 12 -7 613

L’2=L2—2L1 etL’3=L3—5L1:

Ly =1,-2L}:

o1 4 -7]|-3
00 0 O0]-1
E derniere ligne correspond a I’équation 0 = —1, ce qui est impossible. Le systeme est incompatible, S = @.

Exercice 6.
Expliquer a I'aide de I'algorithme de Gauss pourquoi tout systéme linéaire admet ou bien :

a) une unique solution,

b) aucune solution,

! c) ou une infinité de solution.

Correction de 'exercice 6.

Tout systéme linéaire peut étre transformé par I’algorithme de Gauss en un systéme échelonné équivalent de la forme :

anxyt+apx+--+agpxy= by

AppXp +-+ + ApnXn = bp

0= bp+1

0=Dby
avec a;; Z0pour 1 <i < p.

Cas 1: 1l existe k € [p + 1, g] tel que by # 0. Alors 'équation 0 = by est impossible. Le systéme n'a aucune solution.

Cas 2: Pour tout k€ [p+1, q], by = 0. Le systeme est alors équivalent aux p premiéres équations.

() Si p = n (autant d’équations que d’inconnues principales), il y a une unique solution.

|:,® Si p < n,ilya n— p variables libres. Le systeme admet une infinité de solutions paramétrée par ces variables libres.

13



Exercice 7.
Déterminer les valeurs de k de sorte que les systémes suivants d’'inconnues x, y et z admettent, (i) une unique solution, (ii)

aucune solution, (iii) une infinité de solutions.
x=-2y=1
S1) {x-y+kz=-2

ky+4z=6

kx+y+z=1
S2) {dx+ky+z=1

x+y+kz=1

(=

Correction de I'exercice 7.
Etude de (S;) : Matrice augmentée :

1 -2 0|1
1 -1 k|-2
0 k 4|6
Ly=Ly~1Ly:
1 -2 0] 1
0 1 k|-3
0 k 4|6
Ly=IL3—kL):
1 -2 0 1
0o 1 k -3

0 0 4-k*|6+3k
(D) Solution unique : Sile pivot 4 — k% # 0, c’est-a-dire k ¢ {—2,2}.

(» Aucune solution : Si 4 — k2=0et6+3k#0.Pourk=2,4—-4=0et6+6=12#0. Donc pour k = 2, le systéme est

incompatible.

(3 Infinité de solutions: Si4— k> =0et6+3k =0.Pour k= —2,4—4=0et 6—6=0. La derniére ligne est 0 = 0. Il reste 2

équations pour 3 inconnues, donc infinité de solutions.

Etude de (S,) : On permute L; et L3 pour avoir un 1 en pivot (si k # 1, mais on traite le cas général) :

1 1 k|1
1 k 11
k1 1|1
L’2:L2—L1 etngLg—kLI:
1 1 k 1

0 k-1 1-k 0
0 1-k 1-k*|1-k

14



Ll =L,+1L):

0 k-1 1-k 0
0 0 2-k-k*|1-k
Le pivotest2—k—k? = — (k—1) (k+2).
(D Solution unique:Sik#1etk#-2.

(@ Infinité de solutions : Si k = 1. Toutes les lignes deviennent nulles ou proportionnelles (0 = 0). Le systéme est

X+ y+z=1, infinité de solutions.

|:,@ Aucune solution : Si k = —2. Le pivot est nul mais le second membre 1 - (-2) = 3 # 0. Incompatible.

Exercice 8.
Quelles conditions doivent vérifier a, b et ¢ pour que le systeme suivant d'inconnues x, y et z admette une solution.

x+2y—-3z=a
2x+6y—11z=>b
xX-2y+7z=c

L

Correction de I'exercice 8.
Matrice augmentée :

L’2=L2—2L1 etLg=L3—L1:

=14 +2L):

0 2 -5 b-2a
0 0 0 |c—a+2(b-2a)

La condition de compatibilité est que le dernier terme soit nul :

c—a+2b-4a=0 = c¢c+2b-5a=0

Si cette condition est vérifiée, le systéme admet une infinité de solutions (une variable libre, z).

15



Exercice 9.
(O Résoudre le systeme suivant en prenant (e, ) = (1,0) puis (e, f) = (3,2).

3x+6y=e
2x+4y=f
(@ Soient a, b, ¢, d quatre nombres réels. On considere les trois propriétés suivantes :

Py : pour tout couple de réels (e, f), le systeme

ax+by=e
cx+dy=f
admet exactement une solution.
P, : le systtme homogeéne
ax+by=0
cx+dy=0

admet (x, y) = (0,0) pour unique solution.

Ps3: le nombre ad — bc est non nul.
Montrer que ces trois propriétés sont équivalentes.

(® Dans le plan P rapporté a un repére orthonormé (O, i, f) on considere les ensembles
Dy ={M(x,y)eP, ax+by=e} et Dy={M(x,y)eP, cx+dy=f}.

Quelle est la nature géométrique de ces ensembles?

Interpréter géométriquement les différentes possibilités pour I'ensemble des solutions du systeme

ax+by=e
cx+dy=f
Correction de I'exercice 9.
(D Matrice du systeme :
3 6]|e
2 4\f

L, =3L, — 2L, (ou simplement on remarque la proportionnalité) :
3 6 e
0 0|3f-2e
® Si(e f)=(1,0),alors 3(0) —2(1) = -2 # 0. Le systeme est incompatible.

& Si (e, f) = (3,2), alors 3(2) —2(3) = 0. Le systéme est équivalent a 3x + 6y = 3, soit x + 2y = 1. Il admet une infinité

de solutions: x=1-21, y=Aavec L eR.

® Equivalence des propriétés P;, P, et Ps :

16



P3 = P; : On suppose que ad — bc #0.
ax+by=e
cx+dy=f

En multipliant la premiere équation par d et la seconde par b :

adx+bdy=de
bex+bdy=Dbf
Par soustraction :
de—bf
d-b =de-Db =
(a c)x e-bf = «x ad—be

De méme, en multipliant la premiere équation par c et la seconde par a :

acx+bcy=ce
acx+ady=af
Par soustraction :

af —ce
bc-ad)y=ce- =
(bc—ad)y=ce—af = y d—be

Donc la solution est unique.

D’ol1 P3 = P;.

P; = P, : On suppose que le systeme
ax+by=0
cx+dy=0

admet une solution unique et montrons que ad — bc # 0.

a b|o0 a b 0
c d|o 0 ad—-bc |0
Siad - bc =0, le systétme n'admet pas de solution unique. Donc ad — bc # 0.

D’ou P1 = Pz.

Py = P3:Leréel ad — bc s’appelle le déterminant du systeme.

Siad—-bc=0 soit aucune solution ou alors une infinité de solutions

Siad—-bc#0 une solution unique

Interprétation géométrique :
Dans le plan P rapporté a un repére orthonormé (O, i, f), soient a, b, c,d, e, f des réels.

On consideére :

Dy ={M(x,y)eP|ax+by=¢e}

Dy ={M(x,y)€P | cx+dy= f}
D, et D, sont deux droites du plan.

() Siad-bc#0:les droites sont sécantes en un point unique (solution unique du systéme).

17



&) Siad—-bc=0:
® Soit les droites sont paralleles distinctes (pas de solution).

® Soit les droites sont confondues (une infinité de solutions — le systéme se réduit a une seule équation).

L

Exercice 10.
Soit f une fonction polynomiale de degré 3 sur R, que 1'on écrit sous la forme suivante : pour x € R,

f)= ax® +bx®+cx+d.
Déterminer les parameétres réels a, b, c et d (s’il en existe) pour que f satisfasse :

f=4, f(=H=0 f(-2)=-5 f(2)=15.

L

Correction de I'exercice 10.
Soit f un polyndme de degré 3 :

fx)= ax> +bx*+cx+d
Trouver a, b, ¢, d pour que :
f=4, f(=1=0 f(-2)=-5 f(@2)=15

Remarque : S’il y a une solution, elle doit étre unique car un polyndme de degré 3 a au plus 3 racines.
Le systeme d’équations est :
f)=4 o a+b+c+d=4
f1)=0 © -a+b-c+d=0
f(=2)=-5 & -8a+4b-2c+d=-5

f@2)=15 & 8a+4b+2c+d=15

Matrice augmentée :

|
*® oo
= =
o |
no
— =
— |
[S2 N ]

On peut aussi décomposer en 2 systemes :

2b+2d=4 (L;+Ly) b+d=2
8b+2d =10 (L3+Ly) © 4b+d=5
D’ol
b=1
d=1
Etpouraetc:
2a+2c=4 (L1—-Ly) a+c=2
<
16a+4c=20 (Ls—L3) da+c=5

18



D’oui:

Donc:

f)=x*+x2+x+1

L

Exercice 11.
Trouvez un polynéme de degré inférieur ou égal a deux dont le graphe passe par les points (1, p), (2, q), (3,r)oup,qgetr

! sont des nombres arbitraires. Existe-t-il toujours un tel polynéme pour n'importe quelles valeurs de p, g, r?

Correction de 'exercice 11.
Chercher a, b, ¢ pour que P (x) = ax? + bx + ¢ passe par (1,p), (2,q) et 3,r) ol p,q,r €R.

P)=p, P2)=q, PB)=r

Le systeme est :
a+b+c=p
4a+2b+c=q
9a+3b+c=r

Matrice augmentée :

11 1p
4 2 1|gq
9 3 1|r

Ly=IL,—4LyetLy=L3—9L,:

0 -2 -3|qg-4p
0 -6 -8 |r-9p

Ly=L5-3L):

1 1 1 p

0 -2 -3 q-—4p

0 0 1 |r-9p-3(gq-4p)
avec :

r-9p-3q+12p=r+3p-3¢q

Les trois pivots sont non nuls. Il existe un seul et unique polynéme vérifiant P(1) = p, P(2)=q, P(3) =r.
Résolution :
c=3p-3q+r
—2b=q-4p+3c=q-4p+3(3p-3q+r)

b:%(—5p+8q—3r)
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a:p—b—c:p—%(—5p+8q—3r)—(3p—3q+r)
a=%(p—2q+r)

Donc pour toutes valeurs de p, g, r, il existe un unique polynéme de degré inférieur ou égal a 2 passant par ces trois points.
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Université de Rouen

Mathématiques

L1 MIEEA

Année 2012-2013 Algebre linéaire. Fiche n°2. Vecteurs de R".

Exercice 1.
(D Soit dans R?, R-espace vectoriel, les 3 vecteurs w = (-1,2), u = (2,3) et v = (3, —2).

Le vecteur w appartient-il a Vect (u, v), sous-espace vectoriel engendré par u et v.

@ On se place dans R3. Soient B = (-1,1,1), C = (1,1,1), D = (1,2,1) et E = (1,5,5) des vecteurs de R3. A-t-on D €
Vect (B,C)? E € Vect(B,C)?

(® Soit f un nombre réel, et F = (2,1, t). Pour quelle valeur de ¢ le vecteur F € Vect(B,C)?

|:I@ Expliciter Vect (B, C) (trouver la forme générale de ses vecteurs).

Exercice 2.
!Toute famille de vecteurs {vy, ..., v;,} de R" est linéairement dépendante si m > n. Cette assertion est-elle vraie? Justifier.

Exercice 3.
Soit A une matrice de taille m x n. Montrer que les colonnes de A engendrent R™ si, et seulement si la forme échelonnée a

!une position pivot dans chaque ligne.

Exercice 4.
Calculer A(ajv; + az1,), o

2 1
0 1
a) A=|4 o, 1= , Vo = ,a1=2,a2=3
1 3
1 3
4 3
2 1 4
b) A= yn=[1,r=|1],a1=-1,a=1
3 21
2 7

(=

Exercice 5.
Les vecteurs suivants sont-ils linéairement indépendants? Engendrent-ils R3 ou R?,

a n=|2[,r=|(ofvs=]1]

b) i=[1],ve=|-1|,vz=]2]

0 0 3

1 3 2
C) V1= y V2 = , V3 = .

1 1 7
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Exercice 6.
Ecrire les systémes ci-dessous sous la forme Ax = b. Déterminer dans chaque cas si les colonnes de la matrice A sont

linéairement indépendantes.
2Xx1—5x2+8x3=0
a) { —2x1—-7Xx2+x3=0
4x1+2x2+7x3=0
X1 —3x2+7x3=0

b) 1 —2xX1+X2—4x3=0

X1 +2x+9x3=0
—7x1 —3X2+12x3=0

C)
5x1+10x2 +37x3=0

(=

Exercice 7.
Décrire quelle est la forme échelonnée réduite dans les cas suivants.

a) Aestune matrice 3 x 3 avec des colonnes linéairement indépendantes.
b) Aestune matrice4 x2, A= (aj,a) et a» n'est pas multiple de a;.

c) Aestune matrice4 x3, A= (aj,a2,a3). Les vecteurs a; et a sont linéairement indépendants, et a3 n’est pas une

! combinaison linéaire de a; et a,.

Exercice 8.
a) Dans R®, le vecteur (1,7,—4) est-il combinaison linéaire des vecteurs u = (1,-3,2) et v = (2,—1,1)2 Méme question

pour le vecteur (2,-5,4).

b) Trouver k € R pour que le vecteur u = (1,-2, k) soit une combinaison linéaire des vecteurs v = (3,0,—-2) et w =
|:I (2,-1,-5).

Exercice 9.
Soient u, v et w trois vecteurs de R” linéairement indépendants. Montrer qu’il en est de méme des vecteurs u+ v, u— v et

I_l|_2v+ w.

Exercice 10.
Déterminer dans chaque cas si les vecteurs donnés forment une base de R3.

a) (L,L,1),(1,23),(2,-1,1).

b) (1r2;3)y (1,0,_1), (3)_1)0)) (2y1r_2)-

I:|C) 1,1,2), (1,2,5), (5,3,4).
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Exercice 11.
On considére les R-espaces vectoriels R? et R3. Dire si les vecteurs sont linéairement indépendants dans chacun des cas

suivants.
(1) u=(0,0), v=(1,2).
2 u'=01,1,v =45).

@ u=0-LD,v=21,w=@3"7).

|:,(4) a=(-2,1,-1),b=(1,1,1), c=(1,2, t) (discuter selon ¢).

Exercice 12.
(1) Lafamille {v2,v/3} est-elle libre dans R vu comme R-espace vectoriel?

|:I(2) Expliquer pourquoi R est un Q-espace vectoriel. La famille {v/2, v/3} est-elle libre dans cet espace?

Exercice 13.
On se place dans le R-espace vectoriel R*. Calculer les dimensions des sous-espaces vectoriels suivants :

Ei={(x,y,zt)eR* | x+y+z+1t=0},
E={(x,y,2t)eR* | x—y—-z—1=0},

Es=E NnE,.

L

Exercice 14.
Soit B = {u;, uy, us} une famille de vecteurs de R3 avec u; = (0,1,1), up = (1,0,1) et us = (1,1,0).

a) Montrer que BB est une base de R3.

I:,b) Déterminer les composantes de v = (1,1,1) dans la base 5.

Exercice 15.
Soit B = {uy, uy, ug} une famille de vecteurs de R3 avec u; = (1,1,1), up = (-1,1,0) et uz =(0,—-1,1).

a) Montrer que B est une base de R3.

I:Ib) Déterminer les composantes de v = (2,3,4) dans la base B.

23



Université de Rouen

Mathématiques

L1 MIEEA

Année 2012-2013 Algebre linéaire. Corrigé de la fiche n°2. Vecteurs de R”.

Exercice 1.
(D Soit dans R?, R-espace vectoriel, les 3 vecteurs w = (-1,2), u = (2,3) et v = (3, —2).

Le vecteur w appartient-il a Vect (i, v), sous-espace vectoriel engendré par u et v?

@ On se place dans R3. Soient B = (-1,1,1), C = (1,1,1), D = (1,2,1) et E = (1,5,5) des vecteurs de R3. A-t-on D €
Vect (B,C)? E € Vect(B,C)?

(® Soit f un nombre réel, et F = (2,1, t). Pour quelle valeur de ¢ le vecteur F € Vect(B,C)?

|:I@ Expliciter Vect (B, C) (trouver la forme générale de ses vecteurs).

Correction de I'exercice 1.
(D On cherche a,beRtels que w=au+bv:

(-1,2)=a(2,3)+b(3,-2)
Ce qui donne le systeme :
2a+3b=-1
3a-2b=2
Ona:ad—bc=2x(-2)—3x3=—-4-9=-13#0.
Donc le systeme admet une solution unique. Ainsi, w € Vect{u, v}.

(@ Pour D = (1,2,1), on cherche a,b e R tels que D =aB + bC :

L2,)=a(-1,1,D+b(1,11

—a+b=1
a+b=2
a+b=1

Les deux derniéres équations donnent a+ b =2 et a+ b = 1, ce qui est incompatible.
Donc D ¢ Vect{B, C}.

Pour E =(1,5,5) :

—-a+b=1
a+b=5
a+b=5

Ly + L; donne 2b =6, donc b = 3.
Puis —a+3=1,donca=2.

Donc E € Vect{B, C}.
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(® Pour F=(2,1,1), on cherche a,beR:

—a+b=2
a+b=1
at+tb=t

Il faut et il suffit que ¢ = 1.

(® Unvecteur (x,y,z) € Vect{B, C} s’écrit :

(x,y,2) =a(-1,1,1)+ b(,1,1)

x=—-a+b
y=a+b
z=a+b

Doncy=z.

[ Ainsi, Vect{B,C} = {(x,y,2) e R® | y— z=0}.

Exercice 2.
Toute famille de vecteurs {v1,..., v;;} de R” est linéairement dépendante si m > n.

! Cette assertion est-elle vraie ? Justifier.

Correction de I'exercice 2.
Rappel : R” est un espace vectoriel sur R (avec n=1,2,3,...).

Soient vy, v, ..., U;; €R™.

Les vecteurs vy,..., U, sont dits linéairement indépendants si ’équation :

avy+-+anpvm=0,...,0)
N——

n fois 0

a pour unique solution la solution triviale a; =--- = a;,, = 0.
Exemples :

® Pour n =2 (R?), prenons v; = (0,1) et vz = (1,0).

Onrésout av; + asvy = (0,0) :

a1(0,1) +az(1,0) =(0,0)
(0, 1) + (a2,0) = (0,0)

(a2) al) = (0)0)

Donca;=0etay=0.
Ainsi, {v1, v2} est une famille indépendante.
() Prenons v} = (0,1) et v, = (0,2).
Onrésout ayv; + asvy = (0,0) :
a1(0,1)+a2(0,2) =(0,0)
(0,a1) +(0,2a2) = (0,0)

(0,1 +2a2) =(0,0)
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Donc a; +2a, =0, soit a; = —2axs.
Lensemble des solutions est :

S={(-2az,a2) | az €R}

Il existe donc une infinité de solutions non triviales.

Ainsi, {v1, 2} est une famille linéairement dépendante.
Retour al’exercice :
Léquation ajvy +++-+ apmvm = (0,...,0) correspond a un systeme de n équations a m inconnues :

a1fu+-+amPim=0

a1for+- -+ a&mPom =0

alﬁn1+~-+amﬁnm=0

Casm>n:
On a strictement plus d'inconnues que d’équations, donc le systéeme admet une infinité de solutions.

Par conséquent, {vy,..., vy} est linéairement dépendante.

Casm<n:

On ne peut rien dire en général (la famille peut étre indépendante ou dépendante).
Conclusion : Uassertion est VRAIE. Si m > n, toute famille de m vecteurs de R” est linéairement dépendante.

Exercice 3.
Soit A une matrice de taille m x n. Montrer que les colonnes de A engendrent R™ si, et seulement si la forme échelonnée a

!une position pivot dans chaque ligne.

Correction de 'exercice 3.
Rappel : Une famille de vecteurs {v1,..., v,} de R engendre R™ si tout vecteur de R" s’écrit comme combinaison linéaire

devy,...,v;.

Autrement dit : pour tout (by, ..., by,) € R™, il existe ay,...,a, € R tels que :

av+--+apvy=(b1,....,by)

Preuve:

Soit A une matrice de taille m x n :

all a2 e ain

(73] aro e aorn
A=

am1 AaAm2 ... QAmn
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Les vecteurs colonnes de A sont :

a a2 a1n

ap azp a2n
V1 = . ’ U2 = . ’ ceey Up=

ami am?2 Amn

Condition pour engendrer R avec m < n:

{v1,..., vy} engendre R™ si et seulement si la forme échelonnée de A posséde exactement m pivots (un sur chaque ligne).
{v1,..., vy} engendre R™ si et seulement si pour tout (by, ..., by) € R™, le systeme :

by

by

X1Vl + XU+ + XpUp =

bm
admet au moins une solution.
Ce systeme s’écrit sous forme matricielle :

anxytapxt+---+aipxy= b1

a X1+ axpx)+---+dyxy= bg

A1 X1+ QmaXo + -+ AmnXn = bm

Analyse par élimination de Gauss :

Le systeme admet une solution pour tout (by, ..., b,;,) € R si et seulement si la forme échelonnée de la matrice augmentée

(A b) ne contient aucune ligne de la forme :
O 0 ... 0|b) avecb#0
(car une telle ligne correspondrait a I'équation impossible 0 = b).
Cela est équivalent a dire que chaque ligne de la forme échelonnée de A contient un pivot.
Exemples illustratifs :

(O Dans R2, considérons v; = (1,0) et vs = (0, 1).

La matrice est :

Pour tout (x1, x2) € R2, on résout :

1 0 X1
ay +as =
0 1 X2

Ce qui donne a; = x; et @y = x,. Le systéme admet toujours une solution.
La forme échelonnée possede un pivot sur chaque ligne (ici, la matrice est déja échelonnée).

Donc {v1, v>} engendre R?,
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(2 Considérons vy = (1,0) et v = (2,0).

La matrice est :

1 2
A=
0 0
Existe-t-il a1, a2 € R tels que :
1 2 1
a) +as = ?
0 0 1
Cela donne le systéme :
a;+2ax=1
0=1

C’est impossible! La deuxiéme ligne ne contient pas de pivot.

Donc {v, 12} n'engendre pas R2.

Conclusion :
Les colonnes de A engendrent R”™ si et seulement si la forme échelonnée de A posséde exactement m pivots (un sur chaque

ligne).

Si les colonnes engendrent R™, alors le systéme Ax = b admet une solution pour tout b € R™, donc chaque ligne doit

avoir un pivot.

Si chaque ligne a un pivot, alors le systeme Ax = b admet toujours une solution, donc les colonnes engendrent R™.

Exercice 4.
Calculer A(ajv; + az12), o

2 1
0 1
a) A=|4 o|,nn= , Vo = ,a1=2,a2=3
1 3
1 3
4 3
2 1 4
b) A= yn=|1],ve=|1,a1=-1,ax=1
3 2 1
2 7

L

Correction de I'exercice 4.
Rappel : Le calcul matriciel A (a; vy + a2 v2) peut se faire de deux facons équivalentes :

(») Méthode 1 : Calculer d’abord a; v, + a2 v, puis multiplier par A.

(») Méthode 2 : Utiliser la linéarité : A(av; + azv2) = a1 Avy + @ Av,.
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a) Premier cas:
Onaa; =2, a; =3.

Etape 1: Calcul de la combinaison linéaire :

ajv+arvp =2 +3

Etape 2 : Multiplication par la matrice A

11 11

2x3+1x11
=14x3+0x11
1x3+3x11

6+11
=112+0

3+33

17
=112

36

b) Deuxiéme cas :
Onaa;=-1,a,=1.

Etape 1 : Calcul de la combinaison linéaire :

4 3

a vy +arvp=—-11[+1]1

~4+3
=|-1+1

247

29



Etape 2 : Multiplication par la matrice A

-1 -1
21 4

Al 0 |= 0
3 2 1

5 5

2x(-1)+1x0+4x%x5
3x(-1)+2x0+1x5

-2+0+20
-3+0+5

18

2

Rappel important sur la multiplication matricielle :
Pour multiplier deux matrices A x B, il faut que le nombre de colonnes de A soit égal au nombre de lignes de B.

Si A est de taille m x n et B est de taille n x p, alors le produit AB est de taille m x p.

Conclusion :
17
(» Pourlecasa): A(a1v; +azv0) =12

36

18
() Pourlecasb): A(ajv; +az1)) =

L

Exercice 5.
Les vecteurs suivants sont-ils linéairement indépendants? Engendrent-ils R3 ou R?.

a) vi=|2|,v2=|0]|,v3=|1].

b) i=[1],ve=|-1|,vz=]2]

0 0 3

1 3 2
c) V1 = , V2 = , U3 =

1 1 7

(=

Correction de I'exercice 5.
a) Etude dans R3 :

On forme la matrice A dont les colonnes sont les vecteurs vy, v2, U3 :

1 1 0
A=12 0 1
1 0 0
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On effectue I'élimination de Gauss pour échelonner la matrice :

1 1 0 1 1 0
Lh=I,—2L,

2 0 1|— |0 -2 1
Ly=L3~L

1 0 O 0 -1 0

0
L=2r}-I}

1
0 !
0
Analyse des pivots :
La matrice échelonnée possede 3 pivots (mis en évidence par les cadres) :
(» Lafamille {11, v2, v3} est linéairement indépendante.

(») Comme ily a3 vecteurs indépendants dans R?, la famille engendre R3.

b) Etude dans R3 :

Observons les vecteurs v; et v, :

1 -1
vp=11] et v2=|-1
0 0

On constate que v, = —v;. La famille contient deux vecteurs colinéaires.

Conclusion :
La famille {11, v, v3} est linéairement dépendante. Elle ne peut donc pas engendrer R3 (il lui manque au moins un vecteur

pour avoir une dimension de 3).

c) Etude dans R? :

_ 1 3 2
On considere v; = , U = , U3 = .
1 1 7

Indépendance linéaire :
R? est un espace vectoriel de dimension 2. D’apres le théoréme fondamental, toute famille de R? contenant plus de 2
vecteurs est nécessairement linéairement dépendante.

Ici, on a 3 vecteurs dans R?, donc la famille {v;, v, v3} est dépendante.

Est-ce que la famille engendre R? 2

Pour engendrer R?, il faut trouver une sous-famille libre a 2 vecteurs. Etudions la sous-famille {v1, v,} :

1 3 Lé:LZ—Ll 3
11 0

Il'y a 2 pivots. Donc {vy, v»} est une famille libre (une base) de R2.

A=

Conclusion :
Bien que la famille compleéte soit dépendante, la sous-famille {v;, v»} engendre déja R2. Par conséquent, la famille {v;, v, v3}

engendre R”.

Rappels importants sur les familles de vecteurs dans R” :
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Soit {vy,..., V;;} une famille de vecteurs de R".

@ Si{vy,..., vy} estlinéairement indépendante, alors nécessairement m < n.
(@ Si{vy,..., vy} engendre R", alors nécessairement m > n.

(® Sim=n:lafamille estlinéairement indépendante si et seulement si elle engendre R” (c’est alors une base).

L

Exercice 6.
Ecrire les systémes suivants sous la forme Ax = b. Déterminer dans chaque cas si les colonnes de la matrice A sont

linéairement indépendantes.
2X1—5x2+8x3=0
a) { —2x1—-7x2+x3=0
Ax1+2Xx2+7x3=0
X1 —3x+7x3=0

b) 1 —2xX1+X2—4x3=0

X1 +2x2+9x3=0

-7 37 119
c) A=
5 19 57

(=

Correction de I'exercice 6.
a) Mise sous forme matricielle :

X1 0
Onpose X=|x, |etB=]0]|-

X3 0
On cherche une matrice A telle que AX =B

4 2 7
Les vecteurs colonnes sont :
2 -5 8
m=|-21, w=|-7( uz=]|1
4 2 7
Echelonnement de la matrice A:
2 -5 8 2 =5 8

"n_gt !
Ly=L;+L,
_—

o
o
o

Conclusion :
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La matrice échelonnée ne posséde que 2 pivots. Donc {u;, Uz, ug} n’est pas libre (les vecteurs colonnes sont linéairement

dépendants).

b) Deuxieéme systéme :

La matrice associée est :

1 2 9
Echelonnement :
1 -3 7
A -5 10
L/2:L2+2L1
Ly=L3-L, \0 5 2
1 -3 7
LYi=L,+L}
3 3 2 10
0 o
Conclusion :
1 -3 7

La matrice posséde 3 pivots. Donc [ -2 |, | 1 | et]| —4 | forment une famille libre.
1 2 9

c) Troisiéme cas :
-7 37 119

5 19 57
Conclusion :

Les vecteurs colonnes sont linéairement dépendants (plus de vecteurs que la dimension : 3 vecteurs dans R?).

Exercice 7.
Décrire quelle est la forme échelonnée réduite dans les cas suivants.

a) Aestune matrice 3 x 3 avec des colonnes linéairement indépendantes.
b) Aestune matrice4 x 2, A= (a,a>) et az n'est pas multiple de «;.

c) Aestune matrice4 x3, A= (aj, a2, a3). Les vecteurs a; et a, sont linéairement indépendants, et as n’est pas une

combinaison linéaire de a; et a,.

L

Correction de I'exercice 7.
a) Matrice 3 x 3 a colonnes indépendantes :

Si les 3 colonnes sont linéairement indépendantes dans R?, alors la matrice est inversible et sa forme échelonnée réduite

est la matrice identité :

1 0 O
=10 1 0
0 0 1

En effet, {1, us, us} forme une base de R3, donc la matrice est équivalente a I.

b) Matrice 4 x 2 avec colonnes indépendantes :

33



Comme a; n'est pas multiple de @1, les deux colonnes sont linéairement indépendantes.
0

0
En particulier, a; #

0
0
La forme échelonnée réduite est :

1 0
01
0 0
0 0

Ily a 2 pivots (un sur chaque colonne).

c) Matrice 4 x 3 avec 3 colonnes indépendantes :
Les vecteurs a1, a» et as sont linéairement indépendants, et as ¢ Vect{a, a»}.
Donc {a;, a2, a3} forme une famille libre.

La matrice échelonnée réduite est :

1 0 0
01 0
0 0 1
0 0 O

Llly a 3 pivots (un sur chaque colonne).

Exercice 8.
a) Dans R3, est-ce que (1,7,-4) € Vect{(1,-3,2),(2,-1,1)}?

Méme question avec (2,—5,4).

|:Ib) Trouver k € R pour que (1,-2, k) € Vect{(3,0,-2),(2,-1,-5)}.

Correction de I'exercice 8.
a) Ftude de Pappartenance au sous-espace vectoriel :

On cherche a savoir si le vecteur (1,7, —4) est combinaison linéaire des vecteurs (1,-3,2) et (2,—1,1).

On forme la matrice augmentée et on I’échelonne :

1 2 1 1 2 1
-3 -1 7|——|0 5 10
L/2=L2+3L1
2 1 -4) L=ls2L (0 -3 -6

1 2 1
5L4+3L) 0 s
[o] [o] [o]
Analyse :

La derniere ligne étant nulle, le systéme est compatible.

Le vecteur (1,7, —4) est donc une combinaison linéaire des deux vecteurs donnés.
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Méme question avec (2,—-5,4) :

L’2=L2+3L1
2 1 4 ) L=L32L1 \0 -3 0

5L5+3L,

[]
i

Conclusion :
La matrice possede 3 pivots. La famille est libre.

Le vecteur (2, —5,4) n’est pas une combinaison linéaire de (1,-3,2) et (2,—1,1).

b) Recherche de la valeur de £k :
On cherche k € R tel que (1,-2, k) € Vect{(3,0,-2),(2,—1,-5)}.

On échelonne la matrice :

3 2 1 3 2 1
Lg:3L3+2L1
0 -1 2|— |0 -1 -2
-2 -5 k 0 -11 3k+2
3 2 1
L'=1-11L/
38 2 0 -1 _2
0 0 3k+2+22
3 2 1
=10 -1 -2

Condition de compatibilité :

Pour que le vecteur appartienne au sous-espace engendré, il faut que la derniére ligne soit nulle :

3k+24=0 = 3k=-24 = k=-8

Conclusion :
g vecteur (1,-2, k) appartient a Vect{(3,0,—-2), (2,—1,—5)} si et seulement si .

Exercice 9.
Soient u, v et w trois vecteurs de R” linéairement indépendants.

!Montrer que les trois vecteurs u+ v, u— v et u—2v+ w de R" linéairement indépendants.
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Correction de I'exercice 9.
Démonstration de 'indépendance linéaire :

Soient a, B,y € R tels que :
au+v)+pu-v)+yu-2v+w)=0
En développant et en regroupant les termes :
au+av+pu—-Prv+yu-2yv+yw=0

(a+B+y)u+(a-p-2y)v+yw=0

Utilisation de 'indépendance de {u, v, w} :

Puisque {u, v, w} est une famille linéairement indépendante, les coefficients doivent étre nuls :

a+pB+y=0
a-p-2y=0
v=0
De la troisieme équation, on obtient y = 0.
En substituant dans les deux premieres équations :
a+pB=0
a—-B=0

En additionnant: 2a = 0, donc a = 0.

Puis f=-a=0.

Conclusion :
La seule solutionesta = =7 =0.

_Bcl)nc la famille {u + v, u — v, u — 2v + w} est linéairement indépendante.

Exercice 10.
Déterminer dans chaque cas si les vecteurs donnés forment une base de R3.

a) (1y1;]-), (1y2r3)r (2)_1r1)-
b) (1,2,3), (1)01_1)) (3)_1!0)) (2) 17_2)~

c) (1,1,2),(L,2,5), (5,3,4).

(=

Correction de I'exercice 10.
Rappel : On considére I'espace vectoriel R3.

Une base de R” est une famille {v1,..., v,} qui est libre génératrice de R”.

Dans le cas o1 le nombre de vecteurs est égal a la dimension de I'espace, on peut remplacer le “et” par “ou”.
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a) Etude de la famille B = {(1,1,1),(1,2,3),(2,—1,1)} :
B est une base de RS si et seulement si B est libre.

On forme la matrice dont les colonnes sont les vecteurs de B :

1 1 2
A=[1 2 -1
1 3 1
On effectue I'élimination de Gauss :
1 1 2
A Ly=L3-1, =3

Ly=L-Li \Q0 2 -1

1 2
1] -3
0 0

Conclusion : La matrice est inversible (3 pivots). La famille est libre, donc B est une base de R>.

n_gl !
Li=L}-2L)

b) Etude de la famille {(1,2,3), (1,0,-1),(3,-1,0), (2,1,-2)} :
Le nombre de vecteurs (4) dépasse la dimension de I'espace (3).

Conclusion : La famille est nécessairement liée. Ce n’est pas une base de R>.

¢) Etude de la famille {(1,1,2),(1,2,5), (5,3,4)} :

On forme la matrice :

1 1 5
A=[1 2 3
2 5 4
On effectue 'élimination de Gauss :
1 1 5
— |0 1 -2

Li=L3-2L
Ly=l,-Li {0 3 -6

n_rgt !
Ly=L}-3L,

Conclusion : La famille n’est pas libre (il n'y a que 2 pivots). Le vecteur (5, 3,4) est une combinaison linéaire des deux autres.

E n’est pas une base de R°.
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Exercice 11.
On considere les R-espaces vectoriels R? et R3.

Dire si les vecteurs sont linéairement indépendants dans chacun des cas suivants.
1) u=(0,0,v=(1,2).
2 u'=(,1), v =(4,5).

@) u'=(1,D,v"=21,w'=3@7.

|:,(4) a=(-2,1,-1),b=(1,1,1), c=(1,2, t) (discuter selon ¢).

Correction de I'exercice 11.
(1) Etude dans R? :

Onau=(0,0)etv=(1,2).

La famille {u, v} n’est pas libre car elle contient le vecteur nul u.

(2) Etude dans R? :

Onau' =(1,1) et v' = (4,5). On forme la matrice des vecteurs et on I’échelonne :

1 4\ =11y 4
1 5 0

La matrice posséde 2 pivots. Donc la famille {/, v} est libre (linéairement indépendante).

A=

(3) Etude dans R? :

Onau’"=(-1,1,v"=2,1), w"=@3,7).

On se place dans R? car chaque vecteur posséde deux composantes.
La dimension de I'espace est n = 2.

Comme la famille contient m = 3 vecteurs et que m > n, la famille est nécessairement liée (linéairement dépendante).

(4) Etude dans R® (paramétrée) :

Onaa=(-2,1,-1),b=(1,1,1), c= (1,2, ). On forme la matrice A et on1’échelonne:

-2 1 1 -2 1 1
A=|1 1 2|——| 0 3 5
Li=213-L

-1 1 ) Ly=2l+Li \ 0 1 2¢-1

-2 1 1
"n_
Ly=3L;-L,

— 0 3 5

0 0 3@2t-1)-5

EIE T
=[ o [3] 5
0

0 6r—8

Condition pour étre libre :

La famille est libre si et seulement si la matrice posseéde 3 pivots, c’est-a-dire si le dernier terme est non nul :

4
6t—8#0 = 6t#8 = t;ég
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Conclusion :
& Sit# %, la famille {a, b, ¢} est libre.
|:,® Si t = 3, la famille est liée.

Exercice 12.
(1) Lafamille {\/Z \/§} est-elle libre dans R vu comme R-espace vectoriel ?

(2) Expliquer pourquoi R est un Q-espace vectoriel.

|:I La famille {v/2, v/3} est-elle libre dans cet espace?

Correction de I'exercice 12.
(1) Liberté dans R vu comme R-espace vectoriel :

Lespace R vu comme R-espace vectoriel est de dimension 1.
On considére la famille {v/2, v/3} qui contient 2 vecteurs.
Comme le nombre de vecteurs, qui est de 2, est strictement supérieur a la dimension de 'espace qui est de 1, la famille est

nécessairement liée.
(2) R comme Q-espace vectoriel :
R est un Q-espace vectoriel car :
(» (R,+) estun groupe abélien.
() On peut multiplier un réel par un rationnel et obtenir un réel.
(» Les propriétés de distributivité et d’associativité sont vérifiées.
Liberté de {2, v/3} dans cet espace :

On cherche sil'équation 1; V2 + A2v/3 =0 (avec 11, A» € Q) admet pour unique solution A; = 1, = 0.
Supposons qu’il existe (11, A2) # (0,0) tels que :

Al\/§+/12\/§:0

©) Si/h#0,alorsx/_=—%\/§,donc%€@.
® Si/lg;éo,alorsfz—%ﬁ,donc%e@.

Preuve par ’absurde : Supposons que % €Q.

Alors % = % avec p, q € N* premiers entre eux.

qv2=pV3
En élevant au carré :

2q% =3p?

Cela implique que p? est pair, donc p est pair. On pose p = 2k avec k € N*.

En remplacant :
2¢°=32k°> = 2¢°=12k*> = ¢*=6k

Cela implique que g est pair, donc q est pair.
Contradiction : p et g sont tous les deux pairs, ce qui contredit le fait qu’ils soient premiers entre eux.

V2
Donc /s ¢ Q.
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Conclusion :
La seule solution est A1 = A, =0.

_Blonc la famille {\/Z \/§} est libre dans R vu comme Q-espace vectoriel.

Exercice 13.
On considere I'espace réel R*. Trouver les dimensions des sous-espaces de R* :

Elz{(x,y,z,t)elR4 |x+y+z+t=0},
Egz{[x,y,z,t)elR4 |x-y-z-t=0},

E3 =E; N E>.

(=

Correction de I'exercice 13.
Rappel : Soit E un espace vectoriel de dimension n et F un sous-espace vectoriel de E défini par un systeme d’équations

linéaires homogenes.
dim F = n —rang du systéme
1) Dimension de E; :
E; estun sous-espace de R* (dimR* = 4). E; est défini par une seule équation linéaire homogene :
X+y+z+t=0

Le rang de ce systeme est 1 (un pivot).

Calcul :
dimE; =4-1=3
2) Dimension de E :
De méme, E; est défini par une seule équation linéaire homogeéne :
X—-y—-z—-1t=0

Lerangest1.

Calcul :
dimE,=4-1=3

3) Dimensionde E3 = E;1NE; :

Ej3 est’ensemble des vecteurs qui vérifient simultanément les équations de E; et E>. On doit résoudre le systeme suivant :
x+y+z+t=0
x—-y—z—1t=0

En additionnant les deux équations (L, + L) :
2x=0 => x=0
En remplacant x par 0 dans la premiére équation :

O+y+z+t=0 = y=-z—t
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Analyse des variables :
() x et ysont des variables liées (dépendantes).
() zet tsont des variables libres.

Puisqu’il y a 2 variables libres, la dimension de I’espace solution est 2.

Conclusion :

dimE3 =2
L

Exercice 14.
Soit B = {uy, uy, ug} une famille de vecteurs de R3 avec u; = (0,1,1), up = (1,0,1) et usz =(1,1,0).

a) Montrer que B est une base de R3.

I:,b) Déterminer les composantes de v = (1,1, 1) dans la base B.

Correction de I'exercice 14.
a) Montrons que B est une base de R3:

Comme dimR? = 3 et que BB contient 3 vecteurs, pour montrer que 3 est une base, il suffit de vérifier que B est libre.
1ére méthode : Avec la matrice (Echelonnement)

On forme la matrice A dont les colonnes sont les vecteurs de 3 :

01 1
A=|1 0 1
1 1 0

1 0 1
Li—L:
A=—>=210 1 1
1 10
1 0 1
Li=L3—L
== o 1 1
0 1 -1

Ly=L}~Ly
_—

La matrice échelonnée possede 3 pivots.

Conclusion : B est une famille libre, donc B est une base de R3.
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2éme méthode : Avec la définition

On cherche a, 3,y € R tels que :
auy + PBuz +yus =(0,0,0)
En développant :
a(0,1,1)+B(1,0,1) +v(1,1,0) = (0,0,0)

Ce qui donne le systéeme d’équations :

B+y=0
a+y=0
a+p=0

De la premiere équation : = —y.
De la deuxieme équation: a = —y.
En remplacant dans la troisieme équation :

~y+(-y)=0 = -2y=0 = y=0

Donca=0et f=0.
Conclusion : La seule solution est @ = =y = 0, donc B est une famille libre. Comme B contient 3 vecteurs dans R?, 13 est

une base de R3.

b) Déterminer les composantes de v = (1,1, 1) dans la base 5:
Rappel : Soit E un espace vectoriel sur R et B = {u,,..., u,} une base de E. Pour tout v € E, il existe un unique n-uplet
(A1,...,Ap) eR™ tel que v = Ay uy + -+ + A uy. Ces scalaires sont les coordonnées de v dans la base 5.

On cherche 11,142,153 € R tels que :
AMug+Arup +Azuz = (1,1,1)
En développant :

AM0,1,)+22(1,0,1)+A3(1,1,00=(1,1,1)

— A2+ A3, A1+ 23, L1 +1A2)=(1,1,1)

On obtient le systéme d’équations suivant :

Aa+A3=1
A+A3=1
A+A=1

En additionnant les trois équations, on obtient 2 (A + A2 + 13) =3, soit Ay + A, + A3 = %

En soustrayant chaque équation initiale a cette somme, on trouve :
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Exercice 15.

Soit B = {u1, us, u3} une famille de vecteurs de R3 avec uj = (1,1,1), up = (-1, 1, %) etus=(0,-1, %)
a) Montrer que B est une base de R3.

b) Déterminer les composantes de v = (2,3,4) dans la base 5.

(=

Correction de I'exercice 15.
a) Montrons que 53 est une base de R® :

On forme la matrice A dont les colonnes sont les vecteurs de B et on I’échelonne :

1 1
L3 3
On effectue les opérations élémentaires suivantes :
1 -1 0
A 0o 2 -1
Loy—ILs-1,
L3—L3—L, o 3 1
2 2

2L3-3L, 0 1

Conclusion : La matrice échelonnée possede 3 pivots (les éléments encadrés). Donc B est une famille libre. Comme 5

contient 3 vecteurs dans R, 3 est une base de R3.

b) Déterminer les composantes de v = (2, 3,4) dans la base 5:
Méthode 1 : Résolution du systeme avec la matrice échelonnée (Cas particulier)

On cherche 1,42, 13 € R tels que
AMup+Arup+Azus=v

Cela revient a résoudre le systeme linéaire associé a la matrice augmentée (A|v) :

1 -1 0 |2
1 1 -1|3
1 1
1 3 5 | 4

1 -1 0 |2 1 -1 0 |2 1 -1 0 |2
2L3-3 L,
1 1 1|3 |— 2 -1]1 2 -1|1
Lo—Ly—1L,
1 1 Ly—L3—L 3 1 5 5
1 3 3 |4 0 3 3 |2 0 0 313

Résolution par remontée :
@ 3/13 = % = 13 =1.
@2A2—Ag=1 = 2/12—121 = ﬂ,g:l.

@/11—/1222 = )\,1—122 = /1123.
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Méthode 2 : Méthode générale avec un vecteur v = (¥, , 2)
Remarque : Soit E un espace vectoriel. B = {uy,..., u,} est une base de E si et seulement si pour tout v € E, il existe de

maniére unique un n-uplet (11,...,1,) e R telque v=A uy + -+ + A, Uy.
Application a I'exercice : Soit v = (x, » z) € R3. Montrons qu'’il existe un unique triplet (11,12, 13) € R3 tel que
v=Aup+Aruy+ Azus
1 1
(x,3,2) =M (1,1,1)+ A, (—1, 1, 5) +3 (0, -1, 5)
Ce qui donne le systéme :
Al-ﬂg =X
M+A—Az3=y
1 1
M+=-A+-A3=
1+ 542+ 53 Z
On résout ce systeme par la méthode du pivot de Gauss (matrice augmentée) :

1 -1 0 |«x 1 -1 0] x

0 2
Ly—Ly—L
Leloli | g 3 1| gox
-1 0 X
4L3—-3L.
—==1 0 -1 y—x

0 0 4(z-x)-3(y-x)

Simplifions le dernier terme : 4z —4x—-3y+3x=—-x—-3y +4z.

Nl
=
N

On en déduit les formules pour les composantes :

1
Agzg(—x—3y+4z)

1
/lz=§(y—x+/13)
AM=x+A

Application pour v = (2,3,4) :

Onremplace x =2,y = 3,z = 4 dans les formules trouvées :

1 1 1
A3==(—2-3x3+4x4)=—-(-2-9+16)=—-x5=1
5 5 5

A= i@-2+1=1ix2=1
= — _ = —X =
27 2

AM=2+1=3

g)nclusion : Les composantes de v dans la base 5 sont (3,1,1).
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Université de Rouen
Mathématiques
L1 MIEEA

Année 2012-2013 Algebre linéaire. Fiche n°3. Sous-espaces vectoriels.

Exercice 1.

Déterminer sil’ensemble E est un sous-espace vectoriel de F lorsque
©® E={(x,y)eR® x+y="7}, F=R?
@ E={(x,y)eR?*xy=0}, F=R?,
® E={(x,y)eR*x=0ety=0}, F=R?
@ E={(x,y) €R? ax+ by =0} ot a,b sont des réels donnés, F = R?.
® E={(x,y)eR%:x+ay+1=0}, F=R?
® E={(x,y,2)eR3,x+y+a=0, etx+3az=0},ouacR, F=R3
@ E={(x,y,2) eR3,e*e¥ =0}, F=R3,

|:| E={(xy,2) eR3 z(x*+y%) =0}, F=R3.

Exercice 2.
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de R”.

(D Montrer que F N G est un sous-espace vectoriel de R”.
(@» (@ Donner un contre-exemple simple montrant que F U G n’est pas, en général, un sous-espace vectoriel de R”.
(® On consideére le sous-ensemble

{ueR”,Qve Fiwe G,u=v+w)}

que I'on note F + G (on dit que F + G est la somme de F et de G).

Vérifier que F + G est un s.e.v. de R” et que c’est le plus petit contenant FU G.

(=

Exercice 3.
Dans R*, on considére les sous-ensembles

V:{(a,b,c,d)E[R4,b—26+d=0}, et W:{(a,b,c,d)E[R4,a:detb:20}.
(D) Vérifier que V et W sont des s.e.v. de R?.
(2 Montrer que les vecteurs
v =(1,000),v,=(0,1,0,-1),v3=(0,0,1,2),

forment une base de V et donner alors la dimension de V.

(® Trouver une base de chacun des s.e.v. W,V + W et V n W puis donner leurs dimensions respectives.

L
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Exercice 4.
Etant donnés deux s.e.v. F et G de R”, on dit que R” est la somme directe de F et de G (et on écrit que R” = F & G) si tout

vecteur u € R" s’écrit de maniére unique sous la forme u=v+ wavecve Fet we G.
(D Montrer que 'on aR"” = F & G si et seulement si R” = F+ G et FN G = {0}.

(2 On considere dans cette question
F={(x,y,z)eRPx=y=2} et G={(x,2)eR®x=0}.
Apres avoir vérifié que F et G sont des s.e.v. de R%, montrer que R® = F& G.
(® On considere dans cette question
F={(x,y,2)eR®x=2z} et G={(x,5,2)eR® x+y+z=0}.
On vérifie que F et G sont des s.e.v. de R® (on pourra se dispenser de cette vérification).

(@ Montrer que R® = F+G.

® A-t-onR®=FeG?

L

Exercice 5.
On considere le s.e.v. F de R® engendré par les vecteurs

V1= (1)2)0)’1}2 = (—1,1,2), U3 = (3)0’_4), Vg = (5)1)_6),

autrement dit F = Vect (v, 12, U3, Us).

Donner F sous forme cartésienne, c’est a dire caractériser les éléments de F par une ou plusieurs équations de la forme
ax+by+cz=0.

Dans R?, on considere le sous-ensemble
F={(x,y,21) eRYy=2xetz-2y—x+ t=0}.

() Vérifier que F est un s.e.v. de R*.

(@ Quelle est la forme générale d'un élément de F? En déduire une famille génératrice de F.

L

Exercice 6.
Dans R%, on considére le sous-ensemble

F={(x,y,2,t)eR* x—y+z-At=0}.

() Vérifier que F est un s.e.v. de R*.

(» Déterminer une base de F.

(=

Exercice 7.
Soit F le s.e.v. de R? engendré par les vecteurs

u= (1)_1v1)rv= (0,—1,2), w= (1)_2)3)-

(D Les vecteurs u, v, w sont-ils linéairement indépendants ?

(@ Trouver une base de F puis donner la dimension de F.
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(3 On considere le sous-ensemble G de R? défini par
G={(x,y,2) eR® | x+2y+z=0}.

(@ Vérifier que G est un sous-espace vectoriel de R>.

(® Trouver une base de G puis donner la dimension de G.

(9 Montrer que F c G, puis en déduire que F = G.

(=

Exercice 8.
Soit F = {vy, V2, U3, U4, U5} une famille de vecteurs de R* avec

v = (1,1,2, 1)) U2 = (010’1;1), U3 = (111)01_1)’1/4 = (2)211)_1); Us = (1r2)210)

On note G le s.e.v engendré par les vecteurs de F, autrement dit G = Vect{v,, v2, 3, 4, Us}.

(D On se propose d’extraire de F, famille génératrice de G, une base de G.

(@ Pourquoi peut-on affirmer, sans faire aucun calcul, que ces vecteurs v,..., v5 sont liés? Trouver alors des
coefficients a;,..., a5 non tous nuls tels que a;v; + -+ + asv5 = 0 et en déduire une expression de 'un des

vecteurs v; comme combinaison linéaire des autres. On notera ce vecteur v;,.
® On pose Fy = F\{v;,}. Comparer G et le s.e.v. engendré par les vecteurs de F.

(o) Vérifier que les vecteurs de Fy sont liés et en déduire I'expression de 1'un d’entre eux comme combinaison

linéaire des autres. On notera ce vecteur v;, .
(@ Onpose F; = Fy\ {ui1 } Comparer G et le s.e.v. engendré par les vecteurs de F;.

(e) Vérifier que la famille F; est libre. Conclure.

(@ Ens’inspirant de 'exemple ci-dessus, donner une méthode permettant d’extraire une base d’une famille génératrice

v1,..., Vx d'un espace vectoriel E.

(=

Exercice 9.
On donne les vecteurs suivants de R? :

1/1:(1,0,0,0), UZ:(]-)]-v]-yO)y U3=(0,2,2,0), U4:(0r0)0r]-)y V5=(3,1,].,2),

et F =Vect{vy, vy, V3, Vg, Us}.

gtraire de la famille {vy, v2, V3, V4, U5} une base de F. Quelle est la dimension de F?
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Année 2012-2013 Algebre linéaire. Corrigé de la fiche n°3. Sous-espaces vectoriels.

Exercice 1.

Déterminer sil’ensemble E est un sous-espace vectoriel de F lorsque

©® E={(x,y)eR® x+y="7}, F=R?
@ E={(x,y)eR?*xy=0}, F=R?,
® E={(x,y)eR*x=0ety=0}, F=R?
@ E={(x,y) €R? ax+ by =0} ot a,b sont des réels donnés, F = R?.
® E={(x,y)eR%:x+ay+1=0}, F=R?
® E={(x,y,2)eR3,x+y+a=0, etx+3az=0},ouacR, F=R3
@ E={(x,y,2) eR3,e*e¥ =0}, F=R3,

|:| E={(xy,2) eR3 z(x*+y%) =0}, F=R3.

Correction de I'exercice 1.
Rappel : Soit E un espace vectoriel sur R. Soit F c E.

On dit que F est un sous-espace vectoriel (s.e.v) de E si:
() F # ¢ (ou de maniere équivalente Og € F)

» Yu,ve EYA€R,u+ Av € F (stabilité par combinaison linéaire).

O F=R* E={(x,y)eR?|x+y=7}.
Le vecteur nul 0 = (0,0). Or0+0=0#7.
DoncOr ¢ E.

Conclusion : E n’est pas un sous-espace vectoriel de F.

® F=R%* E={(x,y)eR*| xy=0}.
Prenons u=(1,1) et v=(-2,0).
(® ueEcarlx1=1=0.
() veEcar-2x0=0=0.
Calculonslasomme: u+v=(1-2,1+0)=(-1,1).
Le produit des coordonnées est (1) x 1 =—-1<0.Doncu+ v ¢ E.

Conclusion : E n’est pas stable par 'addition, donc ce n’est pas un sous-espace vectoriel.

® F=R% E={(x,y)eR?x=0ety=0}.
Prenons u=(1,1) € E (car 1 =0).
Prenons A =-1€R.

Alors Au=(-1,-1).
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Or-1<0,doncAu¢E.

Conclusion : E n’est pas stable par multiplication scalaire, donc ce n’est pas un sous-espace vectoriel.

@ F=R? E={(x,y) €R? ax+by=0} ol a et b sont des réels donnés.

(@ 0p=(0,00eEcara-0+b-0=0.

® Soientu=(x,y)eE, v=(x,y')€E.
A-t-onu+veE?
u+v=(x+x,y+y).

a(x+x")+b(y+y')=ax+by+ax'+by =0.
=0 =0
Car (x,y) et (x',)') € E.

Doncu+veeE.

(© Soit A€R, etsoit u=(x,y)€E.
A-t-onAueE?
Onaldu=(Ax,Ay).
a(Ax)+b(Ay)=A(ax+by)=0.

—_—

=0
Donc Au€ E.

Donc E estuns.e.vde F.

® F=R* E={(x,y)eR* x+ay+1=0}.
u=(2,0)€ Emais Au=(-2,0) ¢ Eavec A = —1.

Donc E n'est pas un s.e.vde F.

® R*=F,E={(x,y,2) €R®,x+y+a=0etx+3az=0} ot acR donné.
0r=(0,000e F&a=0.

La condition est vérifiée si a = 0. On suppose dans la suite que a = 0. Dans ce cas :
E={(x,y,2) eR’,x+y=0etx=0}={(0,0,2) | z€ R}
C’est un s.e.v car toutes les conditions sont vérifiées.

(@ NON car e?*e? =0 = @.

F=R% E={(x,y,2) €R% z(x® + y?) = O}.
u=(0,01)€cE
v=(1,1,0€E
u+v=0,1,1¢E

En’estpasuns.e.vde F.

L
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Exercice 2.
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de R”.

(D Montrer que F N G est un sous-espace vectoriel de R”.
(@ (@ Donner un contre-exemple simple montrant que F U G n’est pas, en général, un sous-espace vectoriel de R”.
(® On consideére le sous-ensemble

{ueR",Ave FiweGu=v+w)}

que I'on note F + G (on dit que F + G est la somme de F et de G).

Vérifier que F + G est un s.e.v. de R” et que c’est le plus petit contenant FU G.

L

Correction de I'exercice 2.
1) Intersection FNG:

On sait que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R”, donc g € F et gz € G.
Donc g € FN G, ce qui montre que FN G est non vide.

Soient x, y € FN G et A € R. Par définition de 'intersection,onaxe F, ye F,xe Get y € G.
(» Comme F est un s.e.v,, il est stable par combinaison linéaire : x + Ay € F.
(») Comme G est un s.e.v., il est stable par combinaison linéaire: x+ Ay € G.

Doncx+Aye FnG.

Conclusion : F N G est un sous-espace vectoriel de R”.

2)a) Union FUG:
Contre-exemple dans R’ :

Considérons les sous-espaces vectoriels suivants (les axes du plan) :
F={(x0)¢€ R? | xeR} (axe des abscisses)
G={(0,y) € R? | yeR} (axe des ordonnées)

Ona(l,00e FcFuGet(0,1) e Gc FUG.

Calculons leur somme :
(1,00+(0,1)=(1,1)

Or (1,1) ¢ F (car la deuxieme coordonnée n’est pas nulle) et (1,1) ¢ G (car la premiére coordonnée n’est pas nulle). Donc
1,1) ¢ FuG.

Conclusion : F U G n’est pas stable par 'addition, donc ce n’est pas un sous-espace vectoriel en général.

2)b) Somme F+G:

Stabilité :

On a gr =gn +0gn avec gn € F et gn € G, donc g € F + G. Lensemble est non vide.

Soient uy, uy € F + G et A € R. Par définition, il existe vy, v» € F et wy, w» € G tels que :

u=v1+w; et u=vr+ws
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Considérons la combinaison linéaire :

uy +)Lu2 =(v1 +uwy) +/1(l/2 +wy) = (11 +/11)2)+(LU1 +A,LU2)
e€F eG

Comme F et Gsontdess.e.v,onav; +Avs € Fet w; + Awy € G.Donc u; + Auy € F+G.

Conclusion partielle : F + G est un sous-espace vectoriel de R”.

Plus petit sous-espace contenant FUG:
() Pour tout v € F, on peut écrire v = v+0avec0€ G. Donc ve F+G. Ainsi FC F+G.
(» Pour tout w € G, on peut écrire w =0+ w avec 0 € F. Donc w € F+ G. Ainsi GC F + G.

On en déduit que FUGc F+G.

Maintenant, soit H un sous-espace vectoriel de R” tel que FUG c H. Alors F ¢ H et G< H. Pour tout u € F + G, il existe
veFetweGtelsque u=v+w.Comme ve Hetwe H, et que H est stable par addition, ona u = v+ w € H. Donc
F+GcH.

Conclusion : F + G est bien le plus petit sous-espace vectoriel contenant F U G.

Exercice 3.
Dans R*, on considére les sous-ensembles

V={(a,bcdeR,b-2c+d=0}, et W={(abcdeR a=deth=2c}.
(D) Vérifier que V et W sont des s.e.v. de R%.
(2 Montrer que les vecteurs
n =(1,0,0,0),v,=(0,1,0,-1),v3=(0,0,1,2),

forment une base de V et donner alors la dimension de V.

(® Trouver une base de chacun des s.e.v. W,V + W et V n W puis donner leurs dimensions respectives.

L

Correction de I'exercice 3.
1) Vérification que V et W sont des sous-espaces vectoriels :

(» Le vecteur nul g« = (0,0,0,0) appartienta V car0—2x0+0=0.
Il appartientaussia W car0=0et0=2 x0.

(® Soit A €R. Soient u = (a,b,c,d) e Vetv=(a,b,c',d)eV.Ona:
u+Av=(a+Ad,b+Ab',c+Ac,d+1d)
Vérifions la condition pour V :
(b+Ab)=2(c+Ac)+(d+Ad")=b-2c+d)+A(b' —2c' + d')
=0+Ax0=0

Donc u+ Av e V. Ainsi, V est un sous-espace vectoriel de R4

() Soient u = (a,b,c,d) e W et v = (a’,b’,c’,d’) eW.Onaa=d,b=2ceta =d', b =2c. Considérons u+ Av =
(a+Ad',b+Ab',c+Ac',d+Ad").

(® Premieére coordonnée vs quatrieme: a+Aa' =d+Ad' (cara=deta =d').
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® Deuxiéme coordonnée vs troisieme : b+ Ab’ =2c+ A (2¢') =2(c + Ac').

Donc u+ Av € W. Ainsi, W est un sous-espace vectoriel de R4

2)Basede V:

On vérifie d’abord que les vecteurs appartiennenta V :
& Pour v; =(1,0,0,0):0-2x0+0=0. OK
&) Pour v, =(0,1,0,-1):1-2x0+(-1)=0. OK
(» Pour v3=1(0,0,1,2):0-2x1+2=0. OK

Ftudions si la famille {v;, v, v3} est libre. On forme la matrice dont les colonnes sont ces vecteurs :

0
0

En échelonnant, on voit qu’il y a 3 pivots encadrés sur les 3 premieres lignes. La famille est donc libre. Ainsi, dim V' > 3.
De plus, le vecteur (0,0,0, 1) nappartient pasa V (car 0—0+ 1 #0), donc V # R* et dim V < 4. On en déduit que dimV =3.

Conclusion : La famille {v, v,, v3} est une base de V.

3)Basesde W, VnWetV+W:
a) Basede W :

Un vecteur (a, b, c,d) € W vérifie a = d et b =2c. On peut I'écrire :
(a,b,c,d)=(a,2¢c,c,a)=a(1,0,0,1)+¢(0,2,1,0)

Posons w; = (1,0,0,1) et w» = (0,2,1,0). La famille {w;, w»} est génératrice de W. Comme les vecteurs ne sont pas colinéaires,
elle est libre.

Conclusion : {w;, w,} est une basede W et dim W = 2.

b) Basede VNV :

Un vecteur (a, b, ¢, d) appartient a V n W s'il vérifie simultanément les conditions de V et W :
b—2c+d=0 (condition V)
a=d (condition W)
b=2c (condition W)
En substituant b = 2¢ dans la premiere équation :

2c-2c+d=0 = d=0

Puisque a = d, on a aussi a = 0. Les vecteurs de 'intersection sont donc de la forme (0, 2¢, ¢,0) = ¢(0,2,1,0).
On remarque que ce vecteur est exactement w,.

Conclusion : Une base de VN W est {(0,2,1,0)} etdim(Vn W) =1.

c)Basede V+W:

D’apres la formule de Grassmann :

dim(V+W)=dimV+dimW -dim(VNnW)=3+2-1=4
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Comme V + W est un sous-espace vectoriel de R* de dimension 4, ona V + W = R%.
Conclusion : Une base de V + W est la base canonique de R*: {e1, €2, €3, €4}.

Exercice 4.
Etant donnés deux s.e.v. F et G de R”, on dit que R” est la somme directe de F et de G (et on écrit que R” = F & G) si tout

vecteur u € R" s’écrit de maniére unique sous la forme u=v+ wavecve Fet we G.

(D Montrer que 'on aR"” = F & G si et seulement si R” = F+ G et FN G = {0}.

(@ On considére dans cette question
F={(x,y,z)eRx=y=2z} et G={(x,y,2)eR®x=0}.
Apreés avoir vérifié que F et G sont des s.e.v. de R%, montrer que R® = F& G.
(® On considére dans cette question
F={(x,y,2)eR®x=2} et G={(x,5,2)eR® x+y+z=0}.
On vérifie que F et G sont des s.e.v. de R® (on pourra se dispenser de cette vérification).

(@ Montrer que R® = F+G.

® A-t-onR®=FeG?

L

Correction de I'exercice 4.
Rappel 1:

F et G sont deux sous-espaces vectoriels de R”. On dit que R” est la somme directede F et G si :
(i) R"=F+G (c'est-a-dire: VueR",Jve Fawe Gtelsque u=v+ w).
(i) FNnG={0}.
Dans ce cas, on note alors R" = F& G.

Rappel 2:

Théoréme : Les assertions suivantes sont équivalentes :
R'=FeG — VueR" A (v,w)e FxGtelqueu=v+ w
FnG=1{0}
— jet

dimF+dimG=n

(D Démonstration de la caractérisation :
Montrons que R"=Fe G < R"=F+Get FNnG = {0}
Supposons R” = F+ G et FN G = {0}.

Par hypothese, tout vecteur u s’écrit u = v+ w.
Montrons l'unicité.

Supposons u = v; + w; = v2 + wo avec v; € Fw; € G.
Ntwi=v2+w, = V—UV=W2—W1

Le terme de gauche v, — v € F et le terme de droite w, — w; € G.
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Donc vy —-v2 e FNG.

Comme FNG=1{0},onav; — v, =0, soit v; = v,.

Par suite w; = w,. L'écriture est unique.

Supposons R” = F & G. Alors R” = F + G par définition.
Montrons Fn G = {0}.

Soit u € FN G. On peut écrire u de deux manieres :

u=u+0 (avecueF0€G)

u=0+u (avec0eFueG)

Comme la décomposition est unique, on doit avoir u = 0 (comparaison de la partie F).

Donc Fn G = {0}.

® CasdeF={(x,y,z)eR®|x=y=z}etG={(x,5,2) €R® | x=0}:

F est une droite passant par I'origine (base {(1,1,1)}), donc c’est un s.e.v.

G estle plan (Oyz) (équation x = 0), donc c’est un s.e.v.

Méthode 1 (Dimensions et Intersection) :
() dimF =1 car engendré par (1,1, 1).
() dimG =2 car engendré par (0,1,0) et (0,0, 1).
() Intersection: ue FNG < x=y=zetx=0.Doncx=y=2z=0. FNnG={0}.
» dim(F+G) =dimF+dimG-dim(FNnG)=1+2-0=3.Donc F+G = R3 et la somme est directe.

Méthode 2 (Décomposition directe) : Cherchons (a, b, c) tels que (x, ¥ z) =(a,a,a)+(0,b,c).
F G
€ €

La solution est unique. Donc R® = F& G.

(® Casde F={(x,y,z)eR®| x=z}etG={(x,5,2) eR® | x+y+2=0}:
(@ Montrer que R =F+G:

On cherche a écrire (x, y,z) = (a, b, a) + (¢, d, e).
—_— —

€F €G
La condition pour le second vecteurest c+d+e=0=>e=-c—d.

On a donc le systeme :

a+c=x
b+d=y
a-c—d=z

Additionnons la premiére et la troisiéme équation :

x+z
2

2a=x+z = a=
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On en déduit c = x—a= 5=,
Onabetdliéspar b+d = y.llyaune infinité de solutions (on peut choisir d librement).
Puisqu’il existe au moins une solution, R3=F+G.
® A-t-onR3=FeG?
Pour que ce soit une somme directe, il faut que I'intersection soit réduite a {0} (ou que la décomposition soit
unique).
Etudions l'intersection FN G :
xX=z zZ=X

xX+y+z=0 y=-2x
Lintersection contient des vecteurs de la forme (x,—2x, x) = x(1,-2,1).
Pour x =1, le vecteur (1,—2,1) est non nul et appartienta FN G.

Conclusion : Comme F N G # {0}, la somme n’est pas directe.

OnaR’=F+GmaisR3#FeG.

L

Exercice 5.
On considere le s.e.v. F de R engendré par les vecteurs

U1 2(1)2)0)y U2 = (—1,1,2), U3=(3)0)_4)r U4=(5,1,—6),

autrement dit F = Vect (v, 12, U3, Ug).
Donner F sous forme cartésienne, c’est a dire caractériser les éléments de F par une ou plusieurs équations de la forme

ax+by+cz=0.
Dans R*, on considére le sous-ensemble
F={(x,y21t)eR! y=2xetz—2y—x+t=0}.

(D) Vérifier que F est un s.e.v. de R*.

(@ Quelle est la forme générale d'un élément de F? En déduire une famille génératrice de F.

Correction de 'exercice 5.
Partie 1 : Sous-espace de R®

lére méthode : Trouver une base de F

On forme la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs vy, V2, U3, U4 et on ’échelonne :

1 -1 3 5 1 -1 3 5 1 -1 3 5
Lo—Ly—-2L L3<—3L3-2L.

A=l2 1 o 1[|Z2=—=]0o 3 -6 -9[—"22l0 3 -6 -9

0 2 -4 -6 0 2 -4 -6 0 0 0 0

La matrice a 2 pivots, donc F est de dimension 2.

Détermination de 'équation cartésienne : Un vecteur u = (x, y, z) appartient a F si et seulement si le systéme formé par
les générateurs et u est compatible. La relation linéaire entre les lignes qui annule les vecteurs de F est 3L3 —2Ly = 0 (sur
la matrice échelonnée). Pour respecter la compatibilité, cette méme relation doit s’appliquer aux composantes de u. En

remplagant L, par sa valeur transformée (y — 2x) visible & la premiére étape par L, —2L;, on obtient I'équation suivante en
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remplacant 3L3 —2L, = 0 a la deuxieme étape :
3z-2(y-2x)=0 < 4x-2y+3z=0
Ainsi, une base de F est ((1,2,0),(—1,1,2)) et F estle plan d’équation 4x -2y +3z=0.

2éme méthode : Connaissant une base de F
On considere la base {v;, v»} de F trouvée précédemment.
Un vecteur (x, y, z) appartient a F si et seulement s'il est combinaison linéaire de v; et v,.

On examine la matrice augmentée :

1 -1 x 1 -1 X 1 -1 X
Ly—Ly-2L L3—3L3-2L:

2 1 y|Z=—0 3 y-2x|Z—"=20 3 y—2x

0 2 =z 0 2 z 0 0 3z-2(y—2x)

Pour que (x, y, z) € Vect{vy, 12}, le systéme doit étre compatible, ce qui impose que la derniére ligne soit nulle :

3z-2(y-2x)=0 < 4x-2y+3z=0

Partie 2 : Sous-ensemble de R*

1. Fs.ewvdeR?

F est défini par des équations linéaires homogenes, donc c’est un sous-espace vectoriel de R*.

2. Forme générale d'un élément de F
Un vecteur (x, y, z, t) appartienta F si :
y=2x
z=2y—x+t=0
En substituant y = 2x dans la deuxieme équation :
z—-202x)—-x+t=0 = z-5x+t=0 = tt=5x—-z
La forme générale d'un vecteur de F est donc:
(x,2x,2,5x — 2)
On aurait pu procéder autrement :
( 1 5 ) ; 1 o 5
-2 -y—2z| avect=— —-z==-y-z
2 V1V a3y S yTey 5V
Unebasede F:
& Pourx=1,z=0:v=(1,2,0,5)
) Pourx=0,z=1:w=(0,0,1,-1)

|:, Une base de F est donc {(1,2,0,5),(0,0,1,—1)}.
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Exercice 6.
Dans R?, on considere le sous-ensemble

F={(x,y,21) €[R4,x—y+z—7tt:0}.
ol A est un parametre.

(D) Vérifier que F est un s.e.v. de R*.

(» Déterminer une base de F.

L

Correction de 'exercice 6.
1) Vérification que F est un s.e.vde R*:

Le vecteur nul O = Opa.
Soient u = (a,b,c,d) e Fetv=(a,b',c',d") € F.Soit a € R.

Ona:
u+av=(abcd+a(d b, d)

=(a+ad,b+ab,c+ac,d+ad)

Vérifions la condition d’appartenance a F :

=0+ax0

=0

Donc u+ av € F. Ainsi, F est un s.e.v de R?.

Engénéral, F = {(x1,...,X,) €R" | a1 x1 + -+ + anx, = 0} est un s.e.v deR".

2) Trouver une base de F :

OnadimF < 3. Une base de F est:

{1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1, 1)}

L

Exercice 7.
Soit F le s.e.v. de R® engendré par les vecteurs

u= (lv_lrl)rU: (0)_1)2))1/0: (1)_2)3)-

(D Les vecteurs u, v, w sont-ils linéairement indépendants?
(@ Trouver une base de F puis donner la dimension de F.

() On considere le sous-ensemble G de R® défini par
G={(x,y,2) eR® | x+2y+2z=0}.

(@ Vérifier que G est un sous-espace vectoriel de R3.

(® Trouver une base de G puis donner la dimension de G.

(® Montrer que F c G, puis en déduire que F = G.

L
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Correction de I'exercice 7.
1) On remarque que w = u + v.

Donc les vecteurs sont linéairement dépendants (= dim F < 2).

2) u et v sont indépendants, donc dimF > 2.

= Donc dim F = 2. Par conséquent {u, v} est une base de F.

3)G={(x,y,2) eR®| x+2y+z=0}.

a) G est un s.e.vde R? (défini par une équation linéaire homogene).

b) Trouver une base de G puis donner dimG.
Une base de G est {(-2,1,0),(-1,0,1)}.
Car dimG < 2 (car G # R®).

Les vecteurs (—2,1,0) et (—1,0,1) sont indépendants.

4) Montrons que F c G.

11 suffit de vérifier que u € G et v € G car {u, v} est une base de F (ce qui est clair).
& Pouru=(1,-1,1):1+2x(-1)+1=0.0K.
& Pourv=(0,-1,2):0+2x (-1)+2=0.0OK.

_lgcl)mme dimF =dimG et F c G, on a forcément F = G.

Exercice 8.
Soit F = {vy, V2, V3, V4, U5} une famille de vecteurs de R* avec

V1 = (1, 1’2, 1); Uy = (0,0, 1, 1), U3 = (1) 1,0,—1) y Vg = (2)2) 1)_1); Vs = (1r2,2)0) .
On note G le s.e.v engendré par les vecteurs de F, autrement dit G = Vect{vy, v2, 3, 4, Us}.

(D On se propose d’extraire de F, famille génératrice de G, une base de G.

(® Pourquoi peut-on affirmer, sans faire aucun calcul, que ces vecteurs v,..., 5 sont liés? Trouver alors des
coefficients a;,..., a5 non tous nuls tels que a;v; + -+ + asv5 = 0 et en déduire une expression de 'un des

vecteurs v; comme combinaison linéaire des autres. On notera ce vecteur v;,.
® On pose Fy = F\{v;,}. Comparer G et le s.e.v. engendré par les vecteurs de F.

(o) Vérifier que les vecteurs de Fy sont liés et en déduire I'expression de 1'un d’entre eux comme combinaison

linéaire des autres. On notera ce vecteur v;; .
@ Onpose F; = Fy\{v;,}. Comparer G et le s.e.v. engendré par les vecteurs de F;.

(e) Vérifier que la famille F; est libre. Conclure.

(@ Ens’inspirant de 'exemple ci-dessus, donner une méthode permettant d’extraire une base d’une famille génératrice

v1,..., Vx d'un espace vectoriel E.

(=
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Correction de I'exercice 8.

Trouver un des v; qui soit combinaison linéaire des autres.

v = (1) 112) 1) Uy = (0)0) 1) 1)

v4:(2)211y_1) v5=(1)212)0)

On échelonne la matrice formée par ces vecteurs :

—
(e}
—
[\
—
—
(e}
—
\S)
—

1 0 1 2 2 0 0 O 0 1
21 0 1 2 01 -2 -3 0
11 -1 -1 0 01 -2 -3 -1

On trouve que v4 = V] — U2 + V3.

Donc G = Vect{vy, vy, v3, Us}.

On trouve aussi que v3 = v] — 2Vs.

Donc G = Vect{vy, 12, vs5}.

On étudie la liberté de la famille {v;, v», v5} a’aide de la matrice :

10 1| [t o 1| ([1] o 1
1 0 2 (oo 1 o [1] -2
212~01—2~00
110 lo1 -1/ {o 1 -1

E famille est libre. G a pour base {vy, v, Us}.

Exercice 9.
On donne les vecteurs suivants de R* :

n=(@1,000), v.=(1,1,10, wv3=(0,220), wv4=(0,0,0,1),
et F =Vect{vy, v2, V3, 4, Us}.

gtraire de la famille {11, vy, V3, 4, U5} une base de F. Quelle est la dimension de F?

Correction de 'exercice 9.
La famille {vy, v3, v4} est libre.

On a les relations suivantes :
N 1
Vo=V1+ —-U3
2
1
Us =301 +204 + 51/3

Donc {v;, v3, v4} est une base de F. dim F = 3.

Remarque : ce nest pas l'unique.
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Exercice 10.
Soit F le s.e.v. de R® engendré par v; = (2,3,-1) et vp = (1,-1,-2).

(1) Donner une base et la dimension de F.
(» Compléter {v], v»} en une base de R3.

(3) Compléter {v;, v»} en une base de R® en ajoutant un vecteur parmi (1,2,0), (-1,1,2), (3,0,4).

(=

Correction de I'exercice 10.
Rappel : Théoreme de la base incompleéte :

Soit E un espace vectoriel, soit {u1, uy, ..., u,} une famille libre de vecteurs de E.

SidimE = n, alors il existe des vecteurs up.1,..., U, € E tels que la famille {ul, Uyeey Up, Uptls-ees un} soit une base de E.

(D) Base etdimensionde F:
{v1, v2} est une famille libre car v, # Av, (les vecteurs ne sont pas colinéaires).
De plus, elle est génératrice par définition.

Donc {v;, v»} est une base de F et dim F = 2.

(2 Compléter labase de F en une base de R :
11 suffit de trouver un vecteur v tel que {vy, V2, v3} soit libre.

On choisit par exemple v3 = (1,0,0). Pour vérifier, on forme la matrice et on I’échelonne :

2 1 1 -1 -2 0 -1 -2 0 -2 0
Li—Ls L3—7L3-3L,

3 -10 3 -1 0| |0 -7 o 0 0

-1 -2 0 2 1 1) BhPhily 3 0 0

La matrice posséde 3 pivots. La famille est donc libre et génére R3.

Donc {v;, v, v3} est une base de R3.

(3 Compléter {v;, v} en une base de R3 avec un vecteur de la liste :

On cherche a compléter {vy, v»} en une base de R3 en ajoutant un vecteur parmi (1,2,0), (-1,1,2), (3,0,4).

() Testde w; = (—1,1,2) : On remarque que (—1,1,2) = —1 x v,. Ce vecteur est déja dans F, il ne convient pas.

() Testde w» = (1,2,0) : On forme la matrice avec vy, v2, w; et on échelonne :

2 1 1 -1 -2 0 -1 -2 0 -2 0
Li—L. L3—7L3-3L:
3 -1 2|—/—>[3 -1 2|———|0 -7 2|=—>| 0 2

Lp—Ly+3L,
0 -3 1 0 0

-1 -2 0 2 1 1) Bhrh
Il'y a 3 pivots, donc la famille est libre. Ce vecteur convient.

() Testde ws = (3,0,4) : De méme, en échelonnant la matrice formée par {v;, v, w3}, on obtient 3 pivots. Ce vecteur

convient également.

Conclusion : On peut ajouter (1,2,0) ou (3,0,4).

L
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Exercice 11.
Soit F le s.e.v. de R* donné par

F:{(x,y,z,t)€R4\x:y—3zetz:2t}.

(D Donner une base et la dimension de F.

(» Compléter la base de F obtenue dans 1) en une base de R* en ajoutant des vecteurs parmi (1,0,0,0), (0,1,0,0),

0,0,1,0), (0,0,0,1).

L

Correction de 'exercice 11.
(D) Base et dimensionde F:

OnadimF =2.

On exprime les éléments de F en fonction des variables libres y et ¢ (puisque z =2t et x =y —3(2t) = y—61) :

F={(y-6t,y2t,1) |y teR}
={(37,0,0) + (-61,0,2t,1) | y, R}
={y(1,1,0,0)+1(-6,0,2,1) | y, e R}

=Vect{(1,1,0,0),(-6,0,2,1)}
La famille {(1,1,0,0),(=6,0,2,1)} est une base de F (car c’est une famille libre).

(» Complétion delabase:

On cherche a compléter la base de F obtenue en 1) en une base de R* en ajoutant des vecteurs parmi la base

canonique.

Les vecteurs (0,0,1,0) et (0,0,0, 1) sont indépendants et ne sont pas dans F.

Donc en les ajoutant, on obtient une base de R4,
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Algebre linéaire. Fiche n°4. Applications linéaires.

Exercice 1.

(D leur noyau et leur image;
(@ si elles sont injectives, surjectives, bijectives;

(® lamatrice associée dans les bases canoniques.

Hh: R — R fr:r R — R
x — 2x? X — 2x-3
fir R — R i R —
(x,y) — 3x+4y (x,,2) —
Exercice 2.

On munit R? d’'un repére orthonormé (O, i, f)

Les applications suivantes sont-elles des applications linéaires? Si oui, déterminer :

fz: R — R?
(x,y) — (-x3y+x)
R? fo: R3 — R2
(2x+y-21) (x,y,2) — (xy+x-2zx)

(D Quelle est la matrice de la symétrie axiale par rapport a ’axe des abscisses dans la base (17, f) ?

(@ Quelle est la matrice de la rotation d’angle 0 et de centre O dans la base (7, f) ?

! (® Est-ce qu'une translation est une application linéaire?

Exercice 3.

So

Montrer les équivalences :

Soient E et F deux espaces vectoriels et f: E — F une application linéaire. Soit B = (e}, e2,..., e,) une base de E.

(@ f estinjective si et seulementsi (f (e1), f (€2),..., f (en)) estlibre dans F.

Exercice 4.

it neN*

Exercice 5.

(=

flen)=ex+es,

fle)=es+e,

I:,@ f est surjective si et seulement si [f (e1),f(e2),....f (en)) est une famille génératrice de F.

Montrer que tout espace vectoriel réel de dimension n est isomorphe a I'espace vectoriel réel R”.

! En particulier, deux espaces vectoriels réels ayant la méme dimension sont isomorphes.

Soit (e1, e2, e3) la base canonique de R3, et soit f 'application linéaire de R dans R3 définie par

fe3)=e1+ey.

(D) Montrer que f est une application linéaire bijective de R3 dans R3.

(» Déterminer les images par f des sous-espaces vectoriels

F:{(x,y,z)E[R3|x+y+z:O} et G:{(x,y,z)efR3|x:y:z}.
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Exercice 6.
(D Soit f une application linéaire surjective de R* dans R?. Quelle est la dimension du noyau de f?

() Soit g une application injective de R'®> dans R%*. Quelle est la dimension de I'image de g?

() Existe-t-il une application linéaire bijective entre R?> et R0?2

Exercice 7.
Soit f 'application linéaire de R® dans R® définie par f (e1) = f (e2) = f (e3) = 1 + €2 + e3,

ol (e}, ez, e3) est la base canonique de R3.
(D Déterminer le noyau et I'image de f.

Quel estlerang de f?

I:,@ Montrer que f? =3f.

Exercice 8.
Soit f: R? — R? I'application définie par

f(x,y)=(5x~6y,3x~4y).

(D Vérifier que f est une application linéaire.

I:,@ Justifier que B = ((1,1), (2,1)) est une base de R? puis donner la matrice de f dans cette base.

Exercice 9.
Soit la matrice

2 71
A=|-1 2 0f-
3 5 1

On considére A comme la matrice d'une application linéaire f: R3 — R3 exprimée dans les bases canoniques (e, ez, e3).

(D Trouver une base du noyau de A (de f).

I:,@ Trouver une base de I'image de A (de f).

Exercice 10.
On note respectivement B = (v1, 12, v3) et C = (w, w-) les bases canoniques de R3 et R2.

On considére I'application linéaire f: R* — R? dont la matrice dans les bases canoniques est

(@ Donner explicitement f (x, y, z).
(2 Déterminer Ker f puis Im f. En déduire rg(f).
(® Onpose V] = vy + 3, V) = U3+ V1 et vy = U1 + V.

(@ Vérifier que B’ = (v}, v}, v}) est une base de R®.

I:, (® Calculer la matrice de f dans les bases B’ et C.
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Exercice 11.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et soit # un endomorphisme de E.

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

D Keru=Imu
dimE

@ u?=0etdimKeru=dimImu=

Exercice 12.
Soit E un espace vectoriel réel de dimension 3 et # un endomorphisme de E vérifiant

uouou=0 et uou#0.

Montrer qu’il existe un vecteur xg € E tel que la famille (xg, u (xo), u (1 (x9))) soit une base de E.

Exercice 13.
Soient Ej et E» deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E de dimension finie. Soit f: E; x E, — E I'application

définie par f (x1, x2) = X1 + X2.
(D Montrer que f est linéaire.
(» Montrer que Ker f ={(x,—x) | x € E; N Ez}.
(® Montrer que Ker f et E; N E» sont isomorphes.
(® Montrer que f a pour image E + E».

(5) Déduire de ce qui précede la formule

dim (E1+ Ex) + dim (E1nEy) = dimE1 + diIIlEz.

(=

Exercice 14.
Soient E, F et G trois espaces vectoriels de dimension finie sur R. Soit f: E— F et g: F — G deux applications linéaires.

Montrer que

dim (Im f nKerg) =rg(f) -rg(g° f)-

L

Exercice 15.
Soit E I'espace vectoriel réel des polynomes de degré inférieur ou égal a n > 0. Soit f: E — E 'application définie par

fP)(X)=P(X)-P(X-1).

(O Montrer que f est linéaire.
(» Montrer que Im f est inclus dans 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n—1.
(3 Montrer que Ker f est 'ensemble des polyndmes constants. En déduire Im f.

(@ Onpose Py(X)=1,etpourtout0<k<n

1

'X(X+1)...(X+k—1).

Pr(X)= T

Montrer que B = (Py,..., P;) est une base de E.

I:,@ Pour tout k < n, écrire f (Py) dans la base B.
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Année 2012-2013 Algebre linéaire. Corrigé de la fiche n°4. Applications linéaires.

Exercice 1.
Les applications suivantes sont-elles des applications linéaires? Si oui, déterminer :

(D leur noyau et leur image;
(@ si elles sont injectives, surjectives, bijectives;

(® lamatrice associée dans les bases canoniques.

i R — R foir R — R f R R2
x — 2x? X — 2x-3 (x,y) — (-x3y+x)

fa: R2 — R fs: R3 — R? fo: R3 — R?
(x,y) — 3x+4y (x,,2) — (2x+y-z1) (x,3,2) — (xy+x-2zx)

(=

Correction de I'exercice 1.
Rappel : Soient E et F deux espaces vectoriels sur R (E =R", F =R™).

Soit f: E — F une application. f est dite linéaire si :
M flx+y)=Ffoo+7(y)
(i) fAx)=Af(x)
Ce qui est équivalenta: f (x+Ay) = f () + Af ().
Propriété: f (0g) = OF.
Rappel: f: E — F application linéaire.
Le noyaude f est{x€ E | f (x) = 0p}.
Notation: Ker f = {x€ E | f (x) =0p}.
Imf={f(x)|xeE}
Propriétés:
(» Kerf estuns.e.vde E.
» Imfestuns.evdeF.
() f injective < Ker f = {0g}.
() f surjective < Imf=F.

Propriété: f: E — F linéaire.
dimE = dimKer f + dimIm f.
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(» Application f; :
it R — R
x — 2x?
Prenons x=2ety=2:
fik+2)=fi(d)=2x4*=32
fi@+fi@=2x2°+2x2°=8+8=16

Donc fi (2+2) # i)+ f1 (2).

Conclusion : f] n’est pas une application linéaire.

(» Application f; :

x — 2x-3
£(0)=-3#0.

Conclusion : f; n’est pas une application linéaire.

(» Application f; :
f3: R?  — R?
(xy) — (-x3y+x)
Vérifions que f3 estlinéaire:
(i) Soient (x,y) et (x',y') e R?.
A-ton f5 ((x,y) + () = f5 (x.7) + f3 (', )2
D’une part :
Aoy + (& y))=flx+x,y+Y)

=(—x+x),3(y+y) +(x+x))
=(-x-x,3y+3y +x+x/)

D’autre part :

f(xy)+ i, Y)=(-x3y+x)+ (-x,3) + X)
=(—x-x",3y+3y +x+x')
Donc f3((x,y) +(x,y) = s (x, y) + f ().
(i) Soient (x,y)eR®etA€R.
A-t-on f3(A(x,y)) = Af3(x,¥)?

f3(A(x,y)) = f3(Ax, Ay)
= (-Ax,31y + Ax)

M (5.9) = A (-x3y + )

= (-Ax,31y + Ax)
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Donc f3 (A(x,y)) = Af3 (x, y)-

Conclusion: f3 est une application linéaire.

Calcul du noyau :

Ker f3 ={(x,y) €R* | fa (x,y) = (0,0)}
={(x,y) eR?* | (-x,3y +x) = (0,0)}

=1{(0,0)}
Donc f; est injective.

Calcul de 'image :
D’apres la propriété dim E = dimKer f + dimIm f :
2=0+dimIm f3
= dimImf;=2

Donc f; est surjective et donc bijective.

(» Application f; :

fa: R?  — R

(x,y) — 3x+4y
Soient (x,y),(x’,y') € R? et soit A € R.
A-t-on fi((x,y)+A(x, ) = fa(x,y) +Afa (¥, )2
(6, 9)+A(X,y) = (x+Ax", y+ 1Y)
fi((ey)+A(xy)) = fa(x+Ax, y + 1Y)

=3(x+Ax)+4(y+ 1y

=3x+3Ax +4y+41y
fa(xy)+Afa(x,))=3x+4y+A(3x"+4))
=3x+4y+3Ax +41y

Donc fi ((x,y) + A (¥, ) = fa(x, y) + Afa ().

Conclusion : f; est une application linéaire.

Calcul du noyau :

Ker fy = {(x,y) eR* | fa(x,y) =0}

={(x,y) eR? |3x+4y=0}

dimKer f; = 1.
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Calcul de 'image :
2=1+dimIm f;
= dimImf; =1

DoncIm f; =R.

Conclusion : Lapplication est non injective (noyau non réduit a 0) mais elle est surjective.

() Application f5:
fs: R3 — R?
(x,3,2) — (2x+y-21)
r3 = (0,0,0) et 2 = (0,0).
5 (0ss) = 0,1) # Oge.

Conclusion : f5 n’est pas une application linéaire.

(» Application fj:
for R — R?
(x,3,2) — (xy+x-2x)
Prenons x=(1,1,1) et A = 2.

Ax=(2,2,2).

fo(Ax) = f6(2,2,2) = (4,2)

Afe(0)=2f(1,1,1)=2(1,1)=(2,2)

Donc fg(Ax) # Afs (x).

Conclusion : fz n’est pas une application linéaire.

(» Calcul des matrices associées (pour f3 et f;) :

Rappel : La base canonique de R? est {(1,0), (0, 1)}.

Matrice d’'une application linéaire f: E — F dans les bases 5 = {u;,...,u,} de EetC = {1y,

C’est un tableau obtenu de la fagon suivante :

f) fuw) ... flun)
aln ain ain 141
any ano arn 1%
am1 am2 Amn Um

avec n colonnes et m lignes.
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Pour f5:

fw)=f3(1,00=(-11)
=a(1,0+p(0,1)

a=-1, B=1

f3(u2) = f3(0,1) = (0,3)
=y(1,00+u(0,1)
’}/:O, IJ,:S

Donc la matrice associée est :

1

M(fg,B,C):(_l Z)

Pour f; :

Base canoniquede R : 1.

f1(1,0)=3

f4(0,1)=4
Donc la matrice associée est :

M(fB,C)=(3 4

L

Exercice 2.

On munit R? d'un repeére orthonormé (O, f, f)
(D Quelle est la matrice de la symétrie axiale par rapport a ’axe des abscisses dans la base (?, f) ?
(@ Quelle est la matrice de la rotation d’angle 0 et de centre O dans la base (17, f) ?

! (3 Est-ce qu’une translation est une application linéaire?

Correction de I'exercice 2.
(D Matrice de la symétrie axiale par rapport a 'axe des abscisses :

Soit s la symétrie axiale.
rRZ — @ R?

S

(xy) — s(xy)

Base canonique : {(1,0), 0,1 }

u v
Il faut trouver :
® s(1,0)=2
® s0,1)=2
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YR

w
v(0,1) 4
" 1,0
s()Y
s(w)

s(1,0)=(1,0)=1xu+0xv

sO,D)=0,-1)=0xu+(-Dxv

Donc la matrice de s dans la base canonique est :

1 O
M(s,B,B) =
0 -1

(2 Matrice de la rotation d’angle 6 :

'\0

v

La matrice de la rotation d’angle 8 dans la base canonique est :
cosf —sin0
sinf  cos6

(3 Translation:
On fixe un vecteur w € R?,

tw:
u — u+w
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A< ><\J
N N
S
u
Exemple:
Siw=0:
tw:u—u

Lapplication est linéaire (c’est I'identité).

Siw#0:

Cette application n’est pas linéaire.

Exercice 3.
Soient E et F deux espaces vectoriels et f: E— F une application linéaire. Soit B = (ey, ey, ..., e;) une base de E. Montrer

les équivalences :

(@ f estinjective si et seulementsi (f (1), f (€2),..., f (en)) estlibre dans F.

I:,@ f est surjective si et seulement si ( flen), f(e),....f (e,,)) est une famille génératrice de F.

Correction de I'exercice 3.
@ finjective <> (f (e1),..., f (en)) estlibre.

On suppose f injective.
Soit Ay,...,Ap Eth/llf(el)+/12f(62)+"'+ﬂfnf(€n) =0p.
Montrons que A =Ap =---= 1, = Og.

Comme f estlinéaire,ona:

/11f(€1)+”'+ﬁnf(en)Zf(ﬂ,181+'”+/1n6n)
=0f

=f0p)
Comme f estinjective :
Aey+--+Aye, =0g

Comme (ey,...,e,) estlibre,ona Ay =1, =---= 1, =0g.
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Remarque: Si f est injective, alors I'image par f d’'une famille libre de E est une famille libre de F.

injective

linéaire

On suppose que (f (e1),..., f (en)) estlibre.

Pour montrer que f est injective :
fo=f) = x=y

Comme f est linéaire, il suffit de montrer que Ker f = {Og}.
Soit x € Ker f et montrons que x =0p.

Comme (ey,...,e,) engendre E,on a:
x=Me +---+Aye,, oUd;ER
Ona f (x) =0F (car x € Ker f).

Donc f(Aje;+---+Aney) =0F.

Comme f estlinéaire :
Mfle)+--+A,f(en) =0F
Vu que la famille (f (e1),..., f (e,)) estlibre, on a:
M=A=--=1,=0
Donc x = 0g.
(@ f surjective <— (f(el),...,f(en)) engendre F.

=) On suppose f surjective.

Soit y € F et cherchons 1;,...,1, eRtq:
y:/llf(el)+"'+;lnf(en)

Comme f est surjective, il existe x€ Etq f (x) = y.
Comme (e, ..., e,) engendre E, il existe A1,...,A,tqx=2A1e;+---+ A, ep.
Ona:
y=fx)=fMe +--+Anen)
car f estlinéaire

= /llf(el) + .-+ Anf(en)

<) On suppose (f (e1),..., f (en)) engendre F.

Soit y € F et cherchons xe Etq y = f (x).
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Il existe A1,..., A, € Rtq:
y=Aif(en)+---+Anf (en)
Comme f estlinéaire, ona:
Mfe)+--+Anf(en) =f(lrer+---+ Anen)

Donc y=f(x)avecx=Aje;+ -+ A,e,.

Il suffit de prendre x = Ae1 +--- + A ep.

(3 Cas particulier (important) :
f: E— Flinéaire, dimF = dim E.

Soit B = (ey,...,e,) une base de E.

@ finjective < (f(e1),..., f (en)) estlibre.

® f surjective < (f(e1),..., f (e,)) est génératrice de F.

f injective < f surjective <= f bijective
|:l sous la condition dimE = dim F.

Exercice 4.
Soit ne N*
Montrer que tout espace vectoriel réel de dimension n est isomorphe a I'espace vectoriel réel R”.

! En particulier, deux espaces vectoriels réels ayant la méme dimension sont isomorphes.

Correction de I'exercice 4.
Soit E un espace vectoriel réel de dimension 7. Alors E est isomorphe a I’espace vectoriel R”.

Rappel: E et F sont isomorphes s’il existe une bijection f: E — F linéaire (un isomorphisme).

Soit E un espace réel de dimension n.

Soit ¢pp: E — R".

Fixons une base B = (e, es,...,e;) de E.

Pour tout u=Aje; +Azes +---+ A, e, € E, on associe (A1,1z,...,4,) € R", ot A1, As,..., 1, sont les coordonnées de u dans

labase fixée B = (e1,ey,...,€,).

_lﬂ(l)te perso : a faire/finir...

Exercice 5.
Soit (e1, e2, e3) la base canonique de R3, et soit f 'application linéaire de R dans R® définie par

fle)=ex+es,  fle)=es+er,  fles)=er+en.
(D) Montrer que f est une application linéaire bijective de R3 dans R3.

(» Déterminer les images par f des sous-espaces vectoriels

F:{(x,y,z)€R3|x+y+z=O} et G:{(x,y,z)E[R3|x=y=z}.

L
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Correction de I'exercice 5.
(D Montrons que f est bijective :

On sait que f injective <= f surjective <= bijective <= (f (e1), f (e2), f (e3)) est libre.

Les coordonnées des vecteurs images dans la base canonique sont :

fle=(0,11)
fe2)=(1,0,1)

fe3)=(1,1,0)

On forme la matrice de ces vecteurs colonnes :

1 01
A=|1 1 0
01 1

L'échelonnement donne 3 pivots, donc la famille est libre.

Conclusion: f est une application linéaire bijective.

(2 Déterminons [ (F) et f (G):
OnaF={(x,y,z) eR3|x+y+z=0}etG={(x,5,2) eR3 | x=y=2z}.
» dimF=2,dimG=1.
® FnG=1{0}.
» DoncR*=F@aQG.

Calculons I'expression de f (x,,2) :

(x,y,2) = xe1 + ye, + ze3
f(x,y.2)=xf(e1)+yf (e +zf (e3)

=x(ex+e3)+yles+er)+z(er+ep)
=(y+z)er+(x+2)ex+(x+y)es
=(y+z,x+z,x+Yy)

Ftudede f (F):

Une base de F est {(1,—1,0),(1,0,—1)}.

Calculons les images des vecteurs de la base :
fQ,-1,00=(-1,1,00e F
f@,0,-1)=(-1,0,1)eF

Donc Im f|p = Vect{f (w), f (v)} c F.

Commedim f (F) =2etdimF =2,ona f (F) =F.

Ftude de f (G):

Une base de Gest {(1,1,1)} = {w}.
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Calculons I'image de w :

fw)y=f1,1,1)=2,2,2)eG
Donc f (G) = Vect{f (w)} < G.
l:: Comme dim f (G)=1etdimG=1,0ona f(G) =G.

Exercice 6.
(D Soit f une application linéaire surjective de R* dans R?. Quelle est la dimension du noyau de f?

() Soit g une application injective de R'®> dans R3. Quelle est la dimension de I'image de g?

! (3 Existe-t-il une application linéaire bijective entre R%° et R40?2

Correction de I'exercice 6.
(D Ona f: R* — R? surjective.

D’apres le théoreme du rang :
dimR?* = dimIm f + dimKer f

Comme f est surjective, Im f = R?, donc dimIm f = 2.

Ona:

4=2+dimKerf = dimKerf=2

@ Ona g: R"® — R injective.
Comme g est injective, Ker g = {0}, donc dimKer g = 0.

D’apres le théoreme du rang :

dimR'® = dimIm g + dimKer g

15=dimImg+0
Donc dimImg = 15.
(® Soit h: R" — R™ une application linéaire bijective.
On sait que h bijective < h injective et h surjective.
n=dimImh+dimKer h

Comme # est injective, dimKer 2 = 0.
Comme # est surjective, dimIm h = m.
Donc n=m.

Conclusion : R” et R™ sont isomorphes si et seulement si n = m.

|:l Donc il n’existe pas d’application linéaire bijective de R*® dans R*? (car 25 # 40).
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Exercice 7.
Soit f I'application linéaire de R3 dans R3 définie par f(e1) = f(e2) = f(e3) = e; +ex+e3,0U (e, €2, €3) estla base canonique

de R3,

(D) Déterminer le noyau et I'image de f. Quel est le rang de f?

I:,@ Montrer que f2 = 3f.

Correction de 'exercice 7.
(D Détermination de Ker f,rg fetIm f:

Rangde f =dimIm f.

3 =dimKer f + dimIm f.

0|3
1|2
211
310

Ker f = {0} < f injective < [ (e1) = f (e2) avec e; # e5.

Imf={0} < f(x)=0Vax.

dimKer f > 2.

Les vecteurs ej — ey et e3 — ep sont deux vecteurs indépendants qui se trouvent dans le noyau, donc dimKer f > 2 =
dimKer f =2.

Ona f #0doncIm f # {0}, i.e. dimIm f > 1.

D’autre part, e; — ey et e3 — ex € Ker f et {e] — e2, e3 — e,} est une famille libre, donc dimKer f > 2.

En vertu du théoréme du rang :
dimKerf =2, dimImf=1
De plus:
Ker f = Vect{e; — ey, e3 — e}
Im f = Vect{e; + e, + e3}
=Vect{(1,1,1)}
={(x,y,2)eR} | x=y=2}
() Montrer que f2 =3f.

1ére méthode :

f(X, ¥ Z) = f(xe1 +yex+ ze3)
f lin:éaire xf () + yf (en) + Zf (e3)

:(-x+y+z)(€1+62+e3)

flxyz)=(x+y+zx+y+z,x+y+2)

76



Calculons fo f:

(f (x.3.2)

(x+y+z,x+y+2z,x+y+2)

foflxyz)=f
=f

flx+y+zx+y+z,x+y+z
——— —— — —

a b c
=(a+b+c,a+b+c,a+b+c)
=3(x+y+z,x+y+z,x+y+2)

=3f(x,y.2)

2éme méthode :

flen)=f(e))=f(es)=e1+ex+es3

Remarque importante :
Soient f, g: E — F linéaires.
B une base de E.

Si f(u)=g(u)VYue B, alors f(x)=g(x) Vx€E.
Appliquons ceci :
fof:R3—R3
e;1—3(ey1+ex+e3)
ex—3(e1 +ex+e3)
e3— 3 (e +ex+e3)
g: R3 — R3 définie par :
er—3f(e1)
ez — 3f (e2)

e3—3f (e3)

|:I Donc fo f=3f.

Exercice 8.
Soit f : R?> — R? I'application définie par

f(xy) = (5x-6y,3x-4y).

(D Vérifier que f est une application linéaire.

I:,@ Justifier que B = ((1,1), (2,1)) est une base de R? puis donner la matrice de f dans cette base.
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Correction de I'exercice 8.
(D Vérifions que f est linéaire :

(® Vérification de 'homogénéité : Soient (x,y) € R® et L € R.

f(A(x,y)) = f(Ax,Ay)
= (5Ax—61y,3Ax—41y)
=A(5x—6y,3x—4y)
=Af (%)

(® Vérification de I'additivité : Soient (x,y),(x/,y') e R* et L€ R.

F(ey)+A(xY)) = f(x+Ax', y + 1Y)

5(x+Ax")=6(y+A1y),3(x+Ax") -4 (y+ 1))

=(
= (5x—6y+A(5x'-6)),3x -4y + A (3x - 4y'))

=f(xy)+Af(x,y)
Conclusion : f est une application linéaire.

Propriété :
Une application f:R" — R est linéaire si et seulement s’il existe des constantes a;,..., a, € R telles que pour tout

(X1,...,xp) ER™:

[y, xp) =a1x) +---+apxy

@) Justification que 33 est une base de R? :
Posons u=(1,1)etv=1(2,1).
Pour vérifier que {u, v} est une base, il suffit de vérifier que la famille est libre.
On forme la matrice des vecteurs colonnes et on I’échelonne :
1 2] pepp-1y 2
11 0
La matrice possede 2 pivots, donc la famille est libre.

Comme dimR? = 2, 13 est une base de R2.

Matrice de f dans labase 5:

On cherche les images des vecteurs de B exprimées dans 5.
f=fAQ,D=(-1,-1
On décompose f (1) dans B :

fw) =au+pv
(-1,-D=a@,D+p(2,1

=-1(1,1)+0(2,1)
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Donca=-1letf=0.
fw=r2,1n=042)
On décompose f (v) dans 5 :
fw=du+pv
42=adQ,D+p21

=0(L,1)+2(2,1)

Donca'=0et f =2.

La matrice de f dansla base B est:

Matrice de f dans la base canonique C :
Soit C = ((1,0),(0,1)) la base canonique de R2.
fW=0-1,-D=-1(1,0+(-1)(0,1)

fw)=(4,2)=4(1,00+2(0,1)

La matrice de f dans la base canonique C est :

M(frC)=(_1 4)
-1 2
L

Exercice 9.
Soit la matrice

2 71
A=|-1 2 0
3 5 1

On considére A comme la matrice d'une application linéaire f: R3 — R® exprimée dans les bases canoniques (ej, e2, €3).
(D Trouver une base du noyau de A (de f).

I:,@ Trouver une base de I'image de A (de f).

Correction de I'exercice 9.
D’apres la matrice A, les images des vecteurs de la base canonique sont les colonnes de A:

f(e1)=2e;—ex+3e3

f(ex) =7e;+2ex+5e3

fles)=er1+es
Théoréme du rang :

3 =dimKer f + dimIm f

OnadimIm f =rgf =1gA.

Pour obtenir le rang de A, on utilise la méthode de Gauss.

79



\S}
\]
—
\S}
\]
—

A=|-1 2 o|—— 111
205-3L,
3 5 1) 2kthlg 11 41

On en déduit que :
» dimImf=2.
(® Lafamille {f (e1), f (e2)} est une base de Im f.
(» dimKerf=3-2=1.
Recherche d’'une base du noyau :
Il reste a trouver un vecteur non nul appartenant au noyau; il formera une base du noyau.

On effectue les opérations élémentaires sur les vecteurs colonnes (représentés ici en lignes pour trouver la combinaison

linéaire nulle) :

2 -1 3 2 -1 3
7 2 5|——f0 11 -11
205-L;

1 o0 1)\l 1

2 -1 3
111, -1
— 210 11 -1
0 0 0

La relation de dépendance linéaire trouvée est :

11(2f (e3)— f(e1)) — (2f (e2) = 7f (e)) =0

11(2f (e3)— f(e1)) —2f (e2) +7f (e1) =0

—4f(e1)—2f(e2) +22f (e3) =0

Par linéarité :

f|—4e1—2ex+22e3|=0
—

eKer f

g)nclusion :{(—4,-2,22)} est une base de Ker f.
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Exercice 10.
On note respectivement B = (v, 12, v3) et C = (wy, w») les bases canoniques de R3 et R2.

On considere I'application linéaire f: R® — R? définie par
2 -1 1
M(f,B,C)= )
3 2 -3
(@ Donner explicitement f(x, y, z).
(2 Déterminer Ker f puis Im f. En déduire rg(f).
(® Onpose V| = vy + U3, V) = U3+ Uy et V5 = U1 + V.
(@ Vérifier que B’ = (v}, v}, v}) est une base de R®.

Calculer la matrice de f dans les bases B’ et C.
L ©

Correction de 'exercice 10.
(@ Calculde f(x,y,2):

X X
2 -1 1 2x—-y+z
(= v|=
3 2 -3 3x+2y-3z
z z

Donc f(x,y,2) = (2x—y+2,3x+2y - 3z).

(2 Détermination de Ker f,Im fetrgf:

Limage est engendrée par les images des vecteurs de la base 3 :

Im f =Vect{f (v1), f (v2), f (v3)}

2 -1 1
f(Vl):()r f(vz)=( ), f(Vg,):( )
3 2 -3

Comme { f), f (1/2)} est une famille libre (les vecteurs ne sont pas colinéaires), onaIm f = R2.

avec

On en déduit que dimKer f =1 (d’apres le théoréme du rang : 3 = dimIm f + dimKer f = 2 + dimKer f).
Méthode 1: Résoudre af (v1)+ Bf (v2) +yf (v3) =(0,0).

2x—-y+z=0
Méthode 2 : Résoudre f (x,y,z) =0 <
3x+2y-3z=0

Méthode 3 : Recherche de dépendance linéaire par échelonnement des colonnes (transposées) :

2 3 2 3
-1 2 |—/—|0 7
2L3—Ly
1 -3 2Lp+1, 0 -9

2 3

7L, +9L)
3 2 7
0 0
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La relation trouvée est :
7(2f (w3) = fw))+9(2f (w2) + f(v1)) =0
14f (v3) =7f (1) +18f (v2) +9f (1) =0
2f (1) +18f (v2)+14f (v3) =0
D’apres le scan :
fQRu+18vy+14v3) =0

Donc (2,18,14) engendre le noyau de f.

Ker f ={(2x,18x,14x) | xe R}

(®» Changement de base:

On pose V] = U2+ U3, vy, = U3+, vy =1+ Vs

a) Vérification que 5’ est une base :

On forme la matrice de passage (les coordonnées de v;. dans B sont les colonnes) :

01 1
P=11 0 1
1 1 0

Echelonnons cette matrice :

0 1 1} (1 O

1 0 1f~[o 1 1|~Jo 1 1|~]0o [1] 1

1 1 0 1 1

[} —

o —

— (e]

| —

p—

o o [-]
o (]

{ —

\S]

La matrice a 3 pivots, donc B’ est une base de R3.

b) Calculde M (f,55',C):

On calcule les images des nouveaux vecteurs de base :

-1 1 0
f(v)=Ffwa+vs)=f(v2)+ f(vs) = + ):( )

1 2 3
f(yé):f(UB"‘Ul):f(l)s)+f(v1): )+(J:()
-3 3 0

2 -1
FW3)=f it va) = f ) +f w2 = 3)+( J:

La matrice de f dans les bases 55’ et C est formée par ces vecteurs colonnes :

M(f,B/,C)z(O 3 1)

-1 0 5
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Exercice 11.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et soit # un endomorphisme de E (application linéaire de E dans E).

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

D Keru=Imu

I:.@ uou=0etdimKeru=dimImu.

Correction de 'exercice 11.

Preuve de 'équivalence (1) < (2):

Sens (1) = (2):

Il est clair que les dimensions de Ker u et Im u vont étre égales (puisque les espaces sont égaux).
Il reste a prouver uo u =0, c’est-a-dire u (1 (x)) = 0g pour tout x € E.

Soitx€ E.Ona u(x) €eImu.

Or, par hypothese (1), Im u c Ker u (car Im u = Ker u).

Donc u(x) € Ker u, c’est-a-dire v (1 (x)) = 0g.

Remarque : On a utilisé uniquement I'inclusion Im u < Ker u.

Sens(2)=>(1):

Comme dimKer © = dimIm u, pour montrer que Im u = Ker , il faut et il suffit de montrer que Im © < Ker u ou Ker u < Im u.
Or, 'hypothese uo u = 0 implique que Im u < Ker u.

Remarque: uou=0 < Imu cKeru.

Puisque nous avons l'inclusion Im u < Ker u et I’égalité des dimensions, on en déduit I’égalité des espaces : Im u = Ker u.

Application / Contre-exemple :
Cherchons un endomorphisme u: R® — R3 tel que Ker u = Im .
D’apres I'équivalence démontrée, cela impliquerait :

dimR®

3
dimKeru =dimImu = >

Comme la dimension doit étre un entier, c’est impossible.

Conclusion : I1 n'y en a pas! (Un tel endomorphisme n’existe pas en dimension impaire).

Exercice 12.
Soit E un espace vectoriel réel de dimension 3 et # un endomorphisme de E vérifiant

uouou=0 et uou#o0.

|:Mlontrer qu'’il existe un vecteur xg € E tel que la famille (xo, u (xp), u (1 (xp))) soit une base de E.

Correction de 'exercice 12.
Exemple:

Soit u: R — R3 définie par :

(x.,2) — (1.2,0)
On a la chaine d’applications suivante :
L R3

LR ERS
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(x, ¥ Z) — (J’,Zyo) — (z,0,0) — (0,0,0)
Ici, u® = 0 mais u? #0.

Démonstration générale :

Comme dim E = 3, il suffit de trouver xj € E tel que la famille {xg, u (xo), u (1 (xp))} soit libre.
Comme uou # 0, il existe xg € E tel que u (u(xg)) # O0g.

Est-ce que la famille {xg, u (xo), u (1 (x9))} est libre?

Pour cela, soit 19, 11,12 € R tels que :
Aoxo + Aru(x) + Ao u (1 (x0)) = 0p

et vérifions que 1g =1, =1, =0.
On applique u al’équation :
u(Aoxo + A1 u(xo) + Az u (u(x0))) = u(0p) =0

Aot (xp) + A1 u (1 (x0)) + Az u (u (1 (x0))) = Op
N————

=0g

Adou(xo) + A1 1 (u(xg)) = 0f
Encore une fois, on applique u :

u(Aou (xp) + A1 u(u(x0))) =0g

Aou (e (x0)) + A1 u (u(u(x0))) =0p
———

=0g

Aou (1 (xp)) =0p

Comme u (u(xg)) # 0g, on en déduit que 1y = 0.

En reportant 1y = 0 dans I'’équation précédente (Agu (xp) + A1 u (1 (xp)) = Og), on obtient :
Mu(u(xg)=0g = A11=0

Enfin, en reportant dans I’équation initiale :
Au(u(xg)=0g => A=0

Conclusion : La famille est libre et, comme elle contient 3 vecteurs dans un espace de dimension 3, c’est une base de E.

Exercice 13.
Soient Ej et E» deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E de dimension finie. Soit f: E; x E, — E I'application

définie par f (x1, x2) = X1 + X2.
(D Montrer que f est linéaire.
(» Montrer que Ker f ={(x,—x): x € E; N Ep}.
(® Montrer que Ker f et E; N E» sont isomorphes.
(® Montrer que f a pour image E; + E».

(5) Déduire de ce qui précede la formule

dim (E; + E») +dim (E; N E») = dim E; + dim Es.

(=
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Correction de 'exercice 13.
Le but est de montrer la formule :

dim (E; + E») +dim (E; N Ez) = dim E; + dim E»

ol Ej et E» sont deux sous-espaces vectoriels d'un espace E.

Soit f: Ey x E» — E définie par (x,y) — x+y.
(@ f estlinéaire:
Montrons que f ((x,y)+A(x,y)) = f (x, y) +Af (x,)).

Fl(x+2Ax,y+Ay") = (x+Ax") + (y + 1Y)

=(x+y)+A(x"+))
=f(xy)+Af(X,Y)
Donc f est linéaire.

(@ Calcul du noyau:

Kerf={(x,y)€E1 xE; | x+y=0}

={(x,—x) | x€ Ey N Ey}

(® Isomorphisme:
Ker f estisomorphe a E; N Es.

Considérons I'application ¢ définie par :

@: {(x,—x) | x€e E1 N Ey} — EiNnE

(x,—x) — X
@ est un isomorphisme.
(@ Imagede f:

Imf={f(x,y)]|(xy) € E1 x B2}

L

Exercice 14.
Soient E, F et G trois espaces vectoriels de dimension finie sur R. Soit f: E — F et g: F — G deux applications linéaires.

Montrer que

dim (Im f nKerg) =rg(f) -rg(g° f)-

L
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Correction de I'exercice 14.
Théoréme du rang: Soit h: H — K une application linéaire.

dim H =dimKerh+dimImh (= dimKerh +rg(h))

On applique le théoréeme du rang a I'application linéaire /#: Im f — G définie par x — g (x).

Calcul du noyau de / :
Kerh={xelmf | g(x) =0}
=Im fnKerg
Calcul de 'image de  :

Imh={h(x)|xelmf}
={h@x)|x=f(y),yeE}
={n(r () |yeE}
={g(F(v)) | ye B}
={(gof)(v) [yeE} =Im(gof)

Application du théoréme :

En appliquant le théoréme du rang a 'application #: Im f — G,ona:
dim (Im f) = dimKer  + dimImh
En remplacant par les termes calculés ci-dessus :

1g(f) =dim(Im f nKerg) +rg(go f)

D’ou 'on déduit la formule demandée :

dim (Im f nKerg) =rg(f) —-rg(go f)

L

Exercice 15.
Soit E I'espace vectoriel réel des polyndmes de degré inférieur ou égal a n > 0. Soit f: E — E I'application définie par

fPX)=PX)-P(X-1).
(D Montrer que f est linéaire.
(@ Montrer que Im f est inclus dans 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n— 1.
(3 Montrer que Ker f est 'ensemble des polyndmes constants. En déduire Im f.
(@ Onpose Py(X)=1,etpourtout0<k<n
P (X) = —X(X+1) (X +k-1).
Montrer que B = (Py,..., P;) est une base de E.

(3 Pour tout k < n, écrire f (Py) dans la base 5.

L
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Correction de 'exercice 15.
E =R, [X] espace vectoriel sur R.

On considére 'application suivante :

.E — E
P — f(P)

oUP(X)=a,X"+---+m X+ ap.

fFPX)=PX)-PX-1

Exemples :
SiP(X)=X?:

(P (X)=X*-(X-1)?
=X*-X*+2X-1
=2X-1

SiP(X)=X:
fFPAX=X-X-1=1
SiP(X)=1:

fPX)=1-1=0
Doncsi P (X) = A (constante), f (P) (X) =0.

(D Vérifions que f est linéaire :
Soient Pet Qe R, [X] et LeR.
On veut montrer que f(P+AQ) = f(P)+Af (Q).

Posons R=P+ AQ. Alors R(X) = R(X) Vx.

FP+AQ)(X) =(P+AQ)(X) - (P+AQ) (X -1)
=PX)+AQ(X)-[PX-1D+AQ(X -]
=PX)-PX-D+AQX)-Q(X-1)]

=f(P)X)+Af(QX)

Donc f(P+AQ) = f(P) + Af (Q).

= Lapplication est linéaire.

(2 Montrons que Im f cR;,_; [X]:
Soit P(X) = an X"+ an 1 X" 1+ + a1 X + ap.
Le terme a, X" — a, (X —1)" appartient a R,,_; [X] car :
anX"—an(X-1D"=a,X"-[a, X" +Q(X)]

=-QX) eRy-1 [X]
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Donc f (P) (X) estla somme de polyndmes appartenant a R,,_; [X], donc f (P) (X) € Rj,—; [X].

(3® Noyaude f:
Ker f =I'ensemble des polynémes constants = R.
On sait que R cKer f.
Vérifions I'inclusion Ker f R (si f (P) =0, alors P est un polyndme constant).

P e Ker f signifie:
PX)-P(X-1)=0 VX

o PX)=P(X-1)

Théoréme 1 : Tout polynéme non constant admet au moins une racine complexe.
Théoréme 2 : Un polyndme de degré n non nul admet au plus n racines.

Soit r € C une racine de P.
0=P(r)=P(r-1)=P(r-2)=P(r-3)=---=P(r—-m)=P(r—-(n+1))=...

Donc P admet une infinité de racines, ce qui est absurde. Donc P est constant.
Conclusion : Ker f = R.

En appliquant le théoréme du rang:

n+l=1+dimImf = dimImf=n

Comme Im f cR,_; [X] et dimR,_; [X] = n, donc .

(®» BaseB:
On pose:
Py(X)=1
1
P (X) = ﬁX(X+1)...(X+k—1)
Exemples :
P =X
1
PZ:EX(X+1)
1
P3=6X(X+l)(X+2)
1
PnzﬁX(X+1)...(X+n—1)
Calculons f (Pg) :

F(Po)(X)=0

f(Pk)(X)=%X(X+1)...(X+k—1)—%(X—I)X...(X+k—2)

:%X(X+1)...(X+k—2)[(X+k—1)—(X—1)]
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:%X(X+1)...(X+k—2)[k]

1
= (k_l)!X(X+1)...(X+k—2)—Pk_l(X)

Montrons que (Py, Py, ..., P;) estune base de R, [X] :

OnadegPy=0,degP; =1,...,degP, =n.

Comme la dimension de R,, [X] est n + 1, il suffit de montrer que B est libre.

Lemme : Soient Qy, ..., Q, des polyndomes non nuls de degré 2 a 2 distincts. Alors la famille (Q;, ..., Qy) est libre dans
R[X].

La seule chose asavoir:si P = a, X"+ ap_1 X" 1 +---+@y X +ag,alorsP=0< a,=a,_1 == ay=0.
On suppose que degQ; <degQ, < --- <degQy.

Soient Ay,...,1, eRtelsque 1;Q; + 12Q2+ -+ 1,Q, =0 et montrons que Ay = Ay =--- =1, =0.
OnaAd;(a Xk +Ry)+ Az (@ X" + Ry) +++++ Ay (an X* + Ry) = 0.

En vertu du degré maximal, on a en particulier A, a, = 0. Comme a, # 0, donc A, =0.

En poursuivant ce raisonnement, on montre que 1,1 =0, ..., A; =0.

Donc la famille est libre.

(5) Matrice de f danslabase (Py, Py,...,Py):

fPy) fP1) ... f(Pp)
0 1 0 .. ©
0 0 1 ... 0
0 0 0 0
Ona:
f(Py)=0=0Py+0P; +---+0P,
f(P1)=P0
f(P2)=P1
f(Pk)zpk_l
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Université de Rouen
Mathématiques
L1 MIEEA

Année 2012-2013 Algebre linéaire. Fiche n°5. Matrices. Déterminants. Systémes.

MATRICES

Exercice 1.
Soit E un R-espace vectoriel de dimension 5 et soit B = (e, ey, ..., e5), une base de E.

(D Soit f 'endomorphisme dont la matrice dans la base B est

00000
00100
Mps(f)=]0 0o o 1 of.
0000 1
00000

Déterminer I'image de f et son noyau. Donner une base de Im f et de Ker f.

Exercice 2.
Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3, et soit f un endomorphisme de E nilpotent d’ordre 3, c’est-a-dire fo f #0 et

fofof=0.
(O Montrer qu'il existe xq € E tel que B = (xo, f (xo), f o f (xo)) soit une base de E.
(@ Déterminer la matrice Mpp (f) de f dans la base B.

(3 Déterminer les endomorphismes g qui commutent avec f.

(=

Exercice 3.
Soit f € £ (R®) dont la matrice dans la base canonique B de R® est

1 1 -1
A=Mps(f)=|-2 -2 2
-3 -3 3

(D Déterminer les dimensions de Im f et Ker f. Donner une base pour chacun de ces sous-espaces.
(2 Montrer que R® est somme directe de Im f et Ker f.

(® On considere la matrice

01 0
B=10 0 0f-
0 0 O

Montrer que les matrices A et B ne sont pas semblables (on dit que deux matrices carrées d’ordre n, U et V sont

semblables s’il existe une matrice carrée d’ordre n inversible P telle que U = P~V P).
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Exercice 4.

Soit n un entier non nul. Soit M, (R) 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels. On considere les

sous ensembles S, et A, des matrices symétriques et antisymétriques.

(D Montrer que S, et A, sont des sous-espaces vectoriels de M, (R). Déterminer leurs dimensions.

I:I@ Montrer que M, (R) est somme directe de A, et de S;,.

Exercice 5.
(O Vérifier directement, en utilisant la définition de la multiplication matricielle, que (AB)! = (B')(A’) (quand ces

produits ont un sens).

! @ Soit A une matrice m x n (m lignes et n colonnes). Montrer que (A’ A) et (AA") sont des matrices carrées symétriques.

Exercice 6.
En utilisant la méthode de Gauss-Jordan, calculer les matrices inverses des matrices inversibles

Exercice 7.
Soit Ae M, (R).

( Montrer que A est inversible si et seulement si A” est inversible, et que dans ce cas (A") " = (A™1)".
(2 Montrer que si A est nilpotente d’ordre p, alors I, — A est inversible et que 'on a
Un=A) ' =L+ A+ A%+ 4+ AP7L,

1 0 0

Retrouver la matrice inversede |1 1 0/.

1 1 1

L

Exercice 8.
On pose E = R3. Soient les vecteurs v; = (1,2,3), v2 = (0,1,1) et v3 = (0,1,1).

(D Montrer que B = (v, V2, V3) est une base de E.
(@ Trouver la matrice de passage de la base canonique C a la base 5.

() Calculer P! par la méthode de Gauss-Jordan. Exprimer dans la base C I'élément x de E dont les composantes dans

la base B sont (1,1, 1) et retrouver ainsi I’écriture canonique de x (c’est-a-dire sous la forme d’un triplet).

(@ Soit f I'application linéaire de E dans E ayant pour matrice dans la base C

1 2 3
Mcc(f)= 2 3 1]
3 1 2

Calculer Mpg (f).

(=
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DETERMINANTS

Exercice 9.
1 2 3
Soitlamatrice M3 =(2 3 4].
3 4 5

(D Calculer det (Ms). Quel est le rang de M3 ?
(@ Soientn>3,reR*etM= (“ivf)lgi,jgn e M, ([R).

Montrer que si a;,j+1 = a;,j +r pour tout 1 <i < netl< j<n,alorsdet(M) =0. Quel estle rang de M?

Exercice 10.
D Soit xeR.

Calculer le déterminant d'une matrice dont tous les éléments valent 1 sauf éventuellement ceux de la diagonale qui

valent x + 1.

|:I@ Soit A une matrice carrée orthogonale, c’est-a-dire A’ A = I,,. Montrer que det (A) = +1.

Exercice 11.

1 a 2a
1 —-i -i 1
a 1 a
Déterminer le rang des matrices complexes | i 1 1 ilet en discutant suivant les valeurs de
2a 2a 1
1 i 3i 3

2a+1 3a 2a+1

|_ilp0ur la deuxiéme.

Exercice 12.
2

0 a a
Montrer que la matrice % 0 a | estinversible et calculer sa matrice inverse.
11
L 10

Exercice 13.

Calculer le déterminant d’ordre 7 :
1 1 0 O 0 0
01 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0
Dy=|.
0 00O 1 1
I:I 1 0 0O 0 1
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Exercice 14.

Les nombres a, b et ¢ étant racines de I'équation x> — ax? + fx —y = 0, montrer que
(b+c)? b? c?
a? (c+ a)? ¢ |=a’y
a? b? (a+ b)?
(b +c)? c? b?
et c? (c+a)? a |=2p%
b? a? (a+ b)?

Exercice 15.
Soient x1, xa,..., X, € R. Soit & (x1, X2, ..., X;) le déterminant de Vandermonde

1 x x2 xi!

1 xp x5 - xb7!
a(X1,X2,...,Xpn) =

1 x, x2 X1

!Montrer par récurrence que @ (x1, X, ..., Xn) = [li<i<j<n (xj - x,-).

SYSTEMES

Exercice 16.
(D Dans quel cas le systeme

mx+y+z=1
xX+my+z=«a
xX+y+mz=p

est-il de Cramer?

|:I@ Résoudre le systeme dans le cas de Cramer.

Exercice 17.
On considere le systeme

X1t+X2=ay

X2+ X3=ap

Xn-11tXp=an-1

Xp+X1=an

(D Montrer que ce systeme est de Cramer si et seulement si 7 est impair (voir Exercice 13).

! (@ Discuter des solutions de ce systeme.

93



Université de Rouen
Mathématiques
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Année 2012-2013 Algebre linéaire. Corrigé de la fiche n°5. Matrices. Déterminants. Systémes.

MATRICES

Exercice 1.
Soit E un R-espace vectoriel de dimension 5 et soit B = (e, ey, ..., e5), une base de E.

(D Soit f 'endomorphisme dont la matrice dans la base B est

00000
00100
Mps(f)=lo 0o o 1 o
0000 1
00000

Déterminer I'image de f et son noyau. Donner une base de Im f et de Ker f.

Correction de I'exercice 1.
(D OnadimE =5et (ey,...,e5) base de E.

Soit f: E — E telle que :

000 0 0| e
0 01 0 0| ex=Ff(es)
M(f,B)=lo 0 0 1 0| e
0 00 0 1| e
0 00 0 0] es

On cherche Im f et Ker f en fonction des éléments de B.

Ona:
(® fe1,es} cKer f = dimKer f > 2
® ez, e3,eq) cImf=dimImf >3
® ex=f(e3),es=f(es), es=f(e5) elmf
D’apres le théoreme du rang :
dimKerf=2 et dimImf=3
Conclusion :

() Ker f a pour base {e1, e3}

l:. () Im f apour base {ey, e3, e4}
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Exercice 2.
Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3, et soit f un endomorphisme de E nilpotent d’ordre 3, c’est-a-dire fo f #Z0 et

fofof=0.
(D Montrer qu’il existe xg € E tel que B = (xo,f (x0), fOf(xo)) soit une base de E.
(@ Déterminer la matrice Mpp (f) de f dans la base .

(3 Déterminer les endomorphismes g qui commutent avec f.

L

Correction de I'exercice 2.
(D Voir I'exercice 12 de la Fiche 4.

(2 Déterminons la matrice M (f,B) :

0 0 0
M(f,B)=[1 0 o
0 1 0

L fUr(r o) =0,

Exercice 3.
Soit f € £ (R®) dont la matrice dans la base canonique B de R® est

11 -1
A=Mpp(f)=|-2 -2 2
3 -3 3

(D Déterminer les dimensions de Im f et Ker f. Donner une base pour chacun de ces sous-espaces.

(2 Montrer que R® est somme directe de Im f et Ker f.

(=

Correction de I'exercice 3.
@ feL(R®) (f application linéaire de R* dans R).

B = (e, ez, e3) base canonique de R3.

11 -1
M(f,B)=|-2 -2 2
-3 -3 3

Trouvons Im f et Ker f en fonction des éléments de 5.
Ona f(e1) = f(ex) & fle1)— flex) =0« f(e1—ez) =0.
Donc {e; — ey, e;1 + e} cKer f.

Deplus, f(e1)+ f(e3) =0« f(e1+e3)=0.

Et{e; —2e»—3e3}cImf.

D’apres le théoreme du rang :

dimImf >1

dimKer f >2 | th.durang dimKer f =2
>
dimImf=1
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Conclusion :
() Ker f apour base {e; — ez, e; + e}

() Im f a pour base {e; —2e, —3es}

(2 Montrons que R3 = Im f & Ker f.
Définition :
® Im fnKer f ={0}
® R3=1Im f+Ker f © 3 =dimIm f + dimKer f
11 suffit de vérifier que Im f NnKer f = {0}.
Pour cela, il suffit de vérifier que la famille {e; — e», €1 + €3, 1 —2e2 — 3es} est libre.

Pour cela, il suffit d’examiner la matrice :

11 1 11 1 11
Ly—Ly+L L3—L3—L:
10 —2f o 1 1|2 o -1
0 1 -3 01 -3 0 0
La famille est libre.

= Donc la somme est bien directe.

Exercice 4.
Soit 7 un entier non nul. Soit M, (R) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.

On considere les sous ensembles S, des matrices symétriques et .4, des matrices antisymétriques.

(O Montrer que S, et A, sont des sous-espaces vectoriels de M, (R).

Déterminer leurs dimensions.

(» Montrer que M, (R) est somme directe de A, et de S,.

L

Correction de I’exercice 4.
(O S, estun sous-espace vectoriel de M, (R) :

(» La matrice nulle 0, vérifie 0/, = 0,, donc 0, € S,,.

() Soient A,BeS,etAeR.Ona:

=A+AB (car A,BES,)

Donc A+ ABE€S,,.
Ainsi S, est un sous-espace vectoriel de M, (R).
A, est un sous-espace vectoriel de M, (R) :
(» Lamatrice nulle vérifie 0,@ =0, =-0,,donc0, € A,.

() Soient A,Be A et eR.Ona:

(A+AB)' = A'+ AB! (linéarité de la transposition)
=—A-AB (car A,Be A,)
=—(A+AB)
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Donc A+ AB€ A,,.

Ainsi A, est un sous-espace vectoriel de M, (R).
Dimensions : Le cours dit que dim M, (R) = n? car une matrice n x n a n? entrées toutes indépendantes.

Pour S, et A,, des contraintes relient les entrées entre elles. La dimension est le nombre d’entrées que I'on peut

choisir librement.

Dimension de S, : La condition A’ = A signifie a; j=aj;.Regardons avec n=3:

@] [@z] [@s)

A=| ay avec dp1 = ay2, Az = A3, 432 = G23.

asy asp ass

Les cases encadrées sont les choix libres. Les autres sont imposées par symétrie. On compte :
(») Diagonale: a;1, as,, ass — n =3 choix libres.
(») Au-dessus de la diagonale : a12, @13, a3 — 2+ 1 = 3 choix libres.

3Ix4
Total:3+3=6= 7

_ nn-1)

En général, au-dessus de la diagonaleilya (n—1)+ (n—2)+---+1 cases. Donc :

dims, = p+ 222D _ 20D

2 2
Donc|dimS,, = w
Dimension de A, : La condition A’ = — A impose deux choses : a;; = 0 (diagonale nulle) et aji=-—a;j.Avecn=3:
0
A=|-ap 0 a3

—ai3 —dap3 0

3x2
La diagonale est forcée a 0. Seules les cases au-dessus de la diagonale sont libres : ay2, a3, a3 — 3 = > choix libres.

En général :
nn-1
dim A, = 271
2
nn-1
Donc|dim A, = (T) .
Somme : Soit M € M, (R). On écrit :
1 t 1 t
M:E(M+M)+§(M—M)
SeS, AevAn
Vérifions que Se S, et Ac A, :
, (M+MY M'+M
St = = =S
2 2

Donc M, (R) =S, + A,.

Somme directe : On vérifie que les dimensions s’additionnent :

nn+l) nmn-1)
+

dimS,, +di =
imS,, +dim A, 5 5
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_n*+n+n’-n
B 2

2n?
=7=n2=dimMn(IR2)

Puisque la somme est égale a I'espace entier et que les dimensions s’additionnent, la somme est directe :

M, R =S, A4,

L

Exercice 5.
(O Vérifier directement, en utilisant la définition de la multiplication matricielle, que (AB)! = (B')(A) (quand ces

produits ont un sens).

(@ Soit A une matrice m x n (m lignes et n colonnes).

! Montrer que (A’ A) et (AA") sont des matrices carrées symétriques.

Correction de I'exercice 5.
® Soient A€ My, (R) et B€ My, (R). Le produit AB est une matrice m x p.

Notons C = AB.
Par définition de la transposée, le coefficient d’indice (j, i) de C* est égal au coefficient d’indice (i, j) de C:
(c) ji =Cij-
Par définition du produit matriciel, le coefficient (i, j) de AB est:
n
Cij = Z aikbkj.
k=1

Calculons maintenant le coefficient (j, i) du produit B* A*. Notons D = B A”.

n

Dji= Z (Bt)jk(At)ki‘

Or, par définition de la transposée, (Bt)jk = byj et (A"),,; = ajr. Donc:
n n
Dji= ) byjaix= ) aixby;.
k=1 k=1
On constate que pour tous indices i, j :
((AB)t)ji = (BtAt)ji'
Donc| (AB)" = B'A"|,
@ Soit A€ My, [R).

Pour A’ A : C’est une matrice carrée de taille n x n. Calculons sa transposée en utilisant la propriété démontrée

ci-dessus:

Puisque (A’A)" = A’ A, la matrice A’ A est symétrique.

Pour AA! : C’est une matrice carrée de taille m x m. De méme :

(AA%)" = (a7)" &'
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= AA",
l:: Puisque (AA’)" = AA?, la matrice AA’ est symétrique.

Exercice 6.
En utilisant la méthode de Gauss-Jordan, calculer les matrices inverses des matrices inversibles

1 0 0 1 0 1 1 0 1
1 1 0of, (1 2 O, |1 1 Of-
1 11 0 -1 1 0 -1 1

Correction de I'exercice 6.
Rappel : Une matrice A est inversible s’il existe une matrice B telle que AB=BA= 1.

Dans ce cas B est unique; elle est appelée I'inverse de A et notée A1

1 0 O
1) Pour la premiére matrice A=|1 1 0f:
1 1 1

On forme la matrice augmentée (A|I3) et on applique les opérations élémentaires :

1 0 0|1 0 O 1 0 0|1 0 O
Ly—Ly—L
1 1 0/01 O)]—/] 0 1 O0|-1 1 O

1 1 1/0 0 1 1 1 1[0 0 1

Ly—Ls—L,
—_—

Ly—L3—Lp

DoncAl=[-1 1 ol

On vérifie que AA™! = I.

1 0 1

2) Pour la deuxiéme matrice B=|1 2 0]:

0 -1 1
1 0 1|1 0 O 1 0 1 1 0 0
Ly—Ly—L
1 2 0|0 1 —_— 0 2 -1|-1 1 0
0 -1 1/0 0 1 0 -1 1 0 0 1

2L3—2L3+Lp
- =
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Li—Li-L3
——
Ly—Ly+L3

Ly—1L,

DoncB'=|-1 1 1

1 0 1

3) Pour la troisieme matrice C=|1 1 0

0 -1 1
Onremarqueque Ly =L+ L3z (car1=140,0=1+4+(-1),1=0+1).

Donc la matrice n’est pas libre (les lignes sont liées).

_lRlonc C n’est pas inversible.

Exercice 7.
Soit Ae M, (R).

( Montrer que A est inversible si et seulement si A’ est inversible, et que dans ce cas (A") "' = (A™1)".
(2 Montrer que si A est nilpotente d’ordre p, alors I, — A est inversible et que 'on a

Un—A) ' =L+ A+ A%+ 4+ AP7L,

1 0 0

Retrouver la matrice inversede |1 1 0/.

1 1 1

L

Correction de 'exercice 7.
(D Preuve:

A estinversible < 1l existe B telle que AB=BA=I,.
< En transposant : il existe B telle que (AB)" = (BA)" =1I}.
< llexiste B telle que B'A! = A'B' = ],,.

Ce qui signifie que A’ est inversible et que son inverse est B! = (A’ )_1.

(2 Définition : A est dite nilpotente d’ordre p si AP =0et AP~ #0.
Montrer que si A est nilpotente d’ordre p, alors [,, — A est inversible et ([, — A =1, +A+---+APL,

11 suffit de calculer les produits :

In=A) (In+ A+ + AP Y =1,

(In+ A+ + APY) (1, - A = I,
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Développons le premier produit :
=, —A) I, + U, — A) A+ + (I, — A) AP
=(Ip—A) + (A= A*) +(A* =A%) +---+ (AP - AP)
=1, AP

Comme AP =0 car A est dite nilpotente, le résultat est I},.

1 0 0

Application : Retrouver l'inversede B=|1 1 0|-

On cherche A nilpotente telle que B = I, — A.
1 0 0 1 0 0 0 0 0

A=I,-B=]0 1 0o|-|1 1 o|=|-1 o O]
0 0 1 1 1 1 -1 -1 0
0 0 O

Notons A;j=—A=|1 0 O0].AlorsB=1,+A;.
1 1 O

Calculons les puissances de Aj :

000
Ai=|o o of, Al=o0.

1 0 O
D’apres l'exercice, I3 — A; est inversible et son inverse est I3 + A; + A%.

1 0 O
L+A+A%=|1 1 0

2 1 0
1B=1n-A=In+ 4

Exercice 8.
On pose E = R3. Soient les vecteurs v =01,2,3),v,=(0,1,1) et v3 =(0,0,1).

(D Montrer que B = (v, 12, 13) est une base de E.

(@ Trouver la matrice de passage de la base canonique C a la base 5.

() Calculer P! par la méthode de Gauss-Jordan. Exprimer dans la base C I'élément x de E dont les composantes dans

la base B sont (1,1, 1) et retrouver ainsi ’écriture canonique de x (c’est-a-dire sous la forme d’un triplet).

(@ Soit f I'application linéaire de E dans E ayant pour matrice dans la base C

1 2 3
Mece(f)=]2 3 1
3 1 2

Calculer Mpg (f).

(=

101



Correction de I'exercice 8.
Probléme général :

Soit f: E — F linéaire. A= M(f,B,C) ot Bbase de E, C base de F. B= M(f,B’,C’) ot B base de E, C' base de F.
P = Iro folg (Formule de changement de base).

M(f,B,C) = MUFE,C',C) x M(f,B',C") x M(Ig,B,B").

La matrice de passage de la base canonique C a la base B est par définition la matrice de I'application identité Idg : Eg — E¢,
X— X.
Ses colonnes sont les vecteurs de B exprimés dans C :

1 0 0|v:(1,0,0)

P=12 1 0(v2(0,1,0)
3 1 1)v3(0,0,1)

(Les vecteurs a droite sont les vecteurs de la base canonique).

DETERMINANTS

Exercice 9.
1 2 3
Soitla matrice M3 =[2 3 4.
3 4 5
(D Calculer det (Ms). Quel est le rang de M3 ?

(@ Soientn>3,reR*et M= (aivf)l<ij<n e M, (R).

Montrer que si a;,j+1 = a;,j + r pour tout 1 <i < netl< j<n,alorsdet(M) =0.Quel estle rang de M?

L

Correction de I'exercice 9.
(D Plutdt que de calculer directement le déterminant (par exemple avec la regle de Sarrus), on effectue des opérations

élémentaires sur les lignes. Cette méthode est préférable car :

(® Les opérations de la forme L; — L; + AL; ne modifient pas la valeur du déterminant.

(» Elles simplifient la matrice en faisant apparaitre des zéros ou des lignes proportionnelles, ce qui rend le calcul

immeédiat et met en évidence la dépendance linéaire entre les lignes.

On calcule donc det (M3) en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes :

1 2 3 1 2 3
Lo—Ly—L

M3=|2 3 4|21 1 1

3 4 5 3 4 5

1 2 3

Ll )

2 3 4

1 2 3
L3—L3—L.

Lil-la |

1 2 3
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L

Lg—L3—L1
_

0 0 O
La derniere ligne est nulle, donc det (M3) = 0.
Puisque det (M3) = 0, la matrice n’est pas inversible, donc rg (M3) < 3.

De plus, M3 # 0, donc rg (M3) > 1. On vérifie qu’il existe un mineur 2 x 2 non nul :

1 2
det =1x3-2x2=3-4=-1#0.
2 3

La condition a; .1 = a;,j + 1 signifie que chaque ligne est une progression arithmétique de raison r. On peut écrire :
ajj=aj+(j—-1)r  pourtoutl<i,j<n.
Notons Ly, Ly,..., L, leslignes de M. Pour tout 1 < i < n, la différence entre deux lignes consécutives est :
Lisi—Li= (di+1,1 — Qi1 Qiv12—4i2 o Gisln ai,n) :
Or pour chaque colonne j :
aie1,j—aij=(aimn+(-1)r)—(air+(—-1)r) = @is11 - ain.
Donc Li;1 — L; est une ligne constante :
Lisgn—L;= (di d;, - d,-), oud;=aj1,1—ai1.

On effectue les opérations élémentaires sur les lignes :

a, diz2 aps ot Adin ain a2 a3 o din
dp dpp dp3  dop di di d - d
Ly—Ly-1y
M=|a3) asp azz -+ a3p|————| d2 do dy - do
Ln‘*Ln*Ln—l
Ly—L3—L,
an1 Qp2 Aap3 - Qpn dpo1 dp—r dp—1 0 dp

Puisque n > 3, il y a au moins deux lignes constantes (les lignes 2 et 3), donc elles sont proportionnelles et :

(e =0]

Rang de M : Les opérations ci-dessus montrent que I’espace engendré par les lignes de M est le méme que celui

engendré par L, etlaligne constante 11=(,1,...,1):
Vect(Ly, Ly, ..., Ly) = Vect (L;,1%).
Donc rg(M) < 2. De plus, M #0 (car r # 0), donc rg(M) > 1.

() Siles coefficients de la premiére colonne sont tous égaux (alyl =ay) == an,l), alors L; est proportionnelle a

(» Sinon, L; et 17 sont linéairement indépendantes et| rg(M) =2 |.
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Exercice 10.
(D Soit x e R.

Calculer le déterminant d'une matrice dont tous les éléments valent 1 sauf éventuellement ceux de la diagonale qui
valent x + 1.
(@ Soit A une matrice carrée orthogonale, c’est-a-dire A’A = I,,.

|:I Montrer que det (A) = +1.

Correction de I'exercice 10.
(D Soit A, la matrice carrée d’ordre n dont tous les éléments valent 1 sauf ceux de la diagonale qui valent x+ 1 :

x+1 1 1 1

1 x+1 1 - 1

A= 1 1 x+1 - 1
1 1 1 - x+1

On ajoute toutes les colonnes C,, ..., C, ala premiére colonne C; — C; + Cz + - + C,,. Chaque ligne somme a x+n:

x+n 1 1 1
x+n x+1 1 1
det(A;) =det|x+n 1 x+1 - 1
x+n 1 1 x+1
On factorise la premiere colonne par (x + n) :
1 1 1 1
1 x+1 1 1
det(A;) = (x+n)det]| 1 1 x+1 - 1
1 1 1 x+1
Onremplace L; par L; — Ly pouri=2,...,n:
1 1 1 1
0 x O 0
det(A;) =(x+n)det/|0 0 x --- O0].
0o 0 0 - x

La matrice est triangulaire supérieure. Son déterminant est le produit des éléments diagonaux :

det(Ap) = (x+n) x1x x" L,

Donc|det(A,) =x" L (x+n) |

(® Soit A une matrice orthogonale, c’est-a-dire A’ A = I;,. On prend le déterminant des deux membres :

det (A A) = det(I,).
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D’une part, det (I,;) = 1. D’autre part, en utilisant les propriétés du déterminant :

det(A’A) = det(A")det (A)

=det(A)det(A)
= (det(A))?.
On en déduit :
(det(A))? =1.
Donc

[dech=21]
L

Exercice 11.

1 a 2a
1 —-i —-i 1
a 1 a
Déterminer le rang des matrices complexes |; 1 1 et en discutant suivant les valeurs de
2a 2a 1
1 i 3i 3

2a+1 3a 2a+1

! a pour la deuxiéme.

Correction de I'exercice 11.

1 -i —-i 1

Premiere matrice: A=|; 1 1

1 i 3i 3

On effectue des opérations élémentaires sur les lignes pour échelonner la matrice :
1 -i —-i 1 1 =i —-i 1

A=li 1 1 i|———|0 2 2 2i

Lo—Ly—ily
1 i 3i 3) BBl 2i 4i 2

1 -1 —-i 1
Ly—L3—iL;
=220 2 2 2
0 0 2 O
La matrice échelonnée posséde 3 pivots non nuls. Donc|rg(A4) =3 |.
1 a 2a
a 1 a
Deuxiéme matrice: B =
2a 2a 1
2a+1 3a 2a+1
On effectue des opérations élémentaires sur les lignes :
1 a 2a 1 a 2a
a 1 a 0 1-a*> -a*
B= Ly—Ly—al 2
~ILr-a
2a 2a 1 2o o 00 1-4a
Ly—Ly—(2a+1)L, 2
2a+1 3a 2a+1 0 a 1-2a
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Simplifions le terme en position (4,3) :

_1-3a*+2a*+a®

1-a?

_2a*+a’-3a*+1
- 1-a?

Le rang de B dépend des valeurs de a qui annulent les pivots. Les pivots sont 1, 1 — a?, 1 — 4a® et le dernier terme.

& Sia¢ {1, -1, %, —%} et que le dernier pivot est non nul, alors | rg(B) =3 |.

(» Sia=1oua=-1,le deuxiéme pivot s’annule. On reprend la matrice avant cette opération :

1 1 2 1 1 2
1 1 1 0 0 -1
a=l1=B= oL
2 2 1| ferfer o 0 -3
Ly—L4—-3L1
3 3 3 0 0 -3
1 1 2
0 0 -1
L3—L3—3L
LZ<—LZ—3L§ 00 0
0 0 O

Donc pour a = +1, .

& Sia= %, le troisieme pivot s’annule. On vérifie le dernier :

1\¢ (13 1\? 2 1 3 1 1 6 8 4
2(=] +|=| -3|=]| +l=—=+=——-41l=-4+-——=-+-—===
2 2 2 6 8 4 8 8 8 8 8

Donc pour a = %, .

& Sia= —%, le troisieme pivot s’annule. On vérifie le dernier :

1\* 1\3 1\? 2 1 3 1 1 6 8 2 1
2|—=| +[-=| =3|-=| +1==-=-Z4+1==-=-—-= +-=Z==#0.
2 2 2 16 8 4 8 8 8 8 4

Donc pour a = —%, .

Enrésumé:

(» Sia=1loua=-1,1g(B)=2.

|:,® Sinon, rg(B) = 3.
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Exercice 12.

Montrer que la matrice

(=)

&Nl’_‘ N

Correction de I'exercice 12.

0 a?
Soit A=
0

1
a
1
22

Q=

Cq1 = +det
Cy1 = —det
C31 = +det

0

Q=

Q=

a?

Q=

0

1. Inversibilité. Calculons det(A) :

0
det(A) =0 x det

2. Calcul de Pinverse. On utilise la formule A~} =

Calculons la comatrice com(A) :

La transposée de la comatrice est donc

a
0 a | estinversible et calculer sa matrice inverse.

a
0 a |avec a#0 (nécessaire pour que la matrice soit définie).

—axdet

o
aml'_‘ Ql—
(e]

=1+1=2#0.

Donc det(A) =2 # 0, ainsi A est inversible (pour tout a # 0).

= com(A)’.
det(A) ()
1
= a 1
Cy2 = —det a = -,
0 a?
Cy = +det =-1,
Lo
aZ
0 a2
C3p = —det ) =a,
a a
1 1
-1 2 =z
com(A)=a -1 1
a2 a -1
-1 a a*
comA)'=1 _1 g4
1 1
Zz a 1
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1

r 0

1

a2 a

Cy3 = +det
Cy3 = —det
C33 = +det

Q=

Q=




Finalement,
-1 a a®
1
-1_ 2 1
A =5 a -1 a
1 1
Zz a 1
Vérification : On peut vérifier que A- A1 = I3 :
0 a a\[-1 a a?
1
Al 2|1 1
AAl=21L 0 alli -1 oa
11 1 1
Zz a 9)\g 2z -1
2 0 0
-l 0 2 0|=1I
=3 =1I;.
0 0 2
Exercice 13.
Calculer le déterminant d’ordre 7 :
1 1 0 O 0 0
01 1 0 0 0
0 0 1 1 0 O
D, =
0 0 0 O 1 1
1 0 0 O 0 1

Correction de I'exercice 13.
On développe le déterminant D,, par rapport a la premiere colonne.

Le premier élément est a;,; = 1. Son mineur Mj,; estle déterminant de la matrice obtenue en supprimant la premiere ligne

et la premiére colonne :

1 1 O 0

0 1 1 0
My=|:

o o0 -~ 1 1

o 0 -~ 0 1

Cette matrice est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale. Donc M;; = 1.
Le dernier élément de la premiere colonne est a,; = 1. Son mineur M, est le déterminant de la matrice obtenue en

supprimant la n-iéme ligne et la premiére colonne :

10 0 0
11 0 0
Mpi=0 1 1 0
0 0 1 1
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Cette matrice est triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale. Donc M, ; = 1.

Tous les autres éléments de la premiere colonne sont nuls. Le développement donne :
Dp=aiy- (D" Mg+ an - (1" My,
=1-1-1+1-(-)"*-1
=1+ (-1,

On en déduit :

(® Sin est pair, (-1)**! = -1, donc .
|:|® Si n est impair, (-1)""! = 1, donc .

Exercice 14.

Les nombres a, b et ¢ étant racines de I'équation x3

- ax?+ Bx -7y =0, montrer que

(b+¢)? b? c?
a? (¢ + a)? 2 |=ad’y
a? b? (a+ b)?
(b+c)? c? b?
et 2 c+a)?  a® |=2p%
p? a? (a+b)?

(=

Correction de I'exercice 14.
Puisque a, b et ¢ sont racines de x® — ax? + fx —y = 0, les relations de Viete donnent :

a+b+c=aq,

ab+bc+ca=p,

abc=y.
Onendéduitque b+c=a—-a,c+a=a—-beta+b=a—c.
Premier déterminant : Notons
(b+c)? b? c?
Di=| a2 (c+ a)? c?
a? p? (a+b)?
Enremplacantb+c,c+aeta+b:
(a - a)? b? c?
Di=| a? (a—b)? c?
a? b? (@—c)?

On effectue les opérations élémentaires sur les colonnes: C; — C; —Cy et Co — C, — C3 :

(@—a)®-b® p2-c? c?
Di=|a®-=(a-b? (a-b?-c2 c?
0 P’ —(a-0? (a-c)?

En factorisant les différences de carrés et en utilisant a + b + ¢ = @, on obtient apres simplifications (développement et
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regroupement des termes en fonction de a, 8, y) :

D, = a3y.
Deuxiéme déterminant : Notons
(b+c)? c? b?
Dy=| ¢? (¢ + a)? a?
b? a? (a+ b)?

De méme, on remplace b+ ¢ = a — a, etc. et on effectue des opérations élémentaires. Apres développement et utilisation
des relations de Viéte, on trouve :

D, =22

L

Exercice 15.
Soient x1, xa,..., X, € R. Soit a (x1, X2, ..., X;) le déterminant de Vandermonde

2 .. n-1
1 x x X
1 xp x5 - xh7!
a(xl)XZr---yxn) =
2 n-1
1 x, x5, Xy
!Montrer par récurrence que @ (x1, X, ..., Xn) = [li<i<j<n (xj - x,').
Correction de I'exercice 15.
On procede par récurrence sur n > 2.
Initialisation (n =2) :
1 x
a(x1,x2) = =x-x1= [] (xj-x).
1 x 1<i<j<g2

La formule est vraie pour n = 2.
Hérédité : Supposons la formule vraie au rang n — 1 et montrons-la au rang n.

On effectue des opérations élémentaires sur les colonnes : pour j = n,n-1,...,2, onremplace C; par C; — x1Cj_ :

2 .. an-l
I x1 X X,
1 xp x5 - xy7!
a(xy,Xx2,...,Xp) =
1 x, x2 xt
1 0 0 0
-2
CoeCr-mcy |1 X2e— X1 Xa(x2—x1) -0 X" (x2—x1)
—_—
C3—C3—-x1C2
. -2
Cn=Cn=x1Cpoy |1 Xp—=X1 Xp(Xp—x1) -+ X5 “(xp—X1)
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On développe par rapport a la premiere ligne :

-2
Xp—x1  Xp(x2—2x1) o X)T7(x2—x1)
x3—x1 xX3(xg—x1) e xB(g—x1)
a(xy,X2,...,Xp) =
n-2
Xp—Xx1 Xp(Xp—x1) - Xy “(xp—x1)

On factorise chaque ligne i (i = 2,...,n) par (x; —x1) :

1 xo x5 xy?
n 1 x3 xg x3"_2
a(x1,x2,..., x0) = | [] (xi = x1)
i=2
1 x, x% - xP72

Le déterminant restant est exactement & (xg, X3, ..., X;), un déterminant de Vandermonde d’ordre n — 1. Par hypotheése de

récurrence :
a(x,x3,...x0) =[] (xj—xi).
2<i<j<n
Donc:
n
a(xy,xg,..oxn) = |[[i—x) | x [ (xj-xi)
i=2 2<i<j<n
= (xj—x,-).
1<i<j<n
La formule est démontrée par récurrence.
SYSTEMES

Exercice 16.
(D Dans quel cas le systeme

mx+y+z=1
X+my+z=a
x+y+mz=p0

est-il de Cramer?

|:I@ Résoudre le systeme dans le cas de Cramer.

Correction de I'exercice 16.
(D Le systeme est de Cramer si et seulement si le déterminant de la matrice des coefficients est non nul.

Notons A cette matrice :
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Calculons det (A) en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes :

m 1 1

det(A=|1 m 1

1 1 m
1 1 m
Li—L:
et e N 1 m 1
m 1 1
1 1 m
— =0 m-1 1-m
Ly—Ly—L4
Labs=mli g 1 1-m?
1 1 m
Ly—Lg+L
3—3+2’_0 m—1 1-m

La matrice est triangulaire supérieure. Son déterminant est le produit des éléments diagonaux:
det(A) =~ [1x (m—1) x (2— m—-m?)]
=—(m-1)(2-m-m?)
=—(m-1)[-(m*+m-2)]
=(m-1)(m*+m-2)
=(m-1)(m-1)(m+2)
=(m-1*(m+2).

Le systeme est donc de Cramer si et seulement si det (A) # 0, c’est-a-dire :

m#£l et m#-2|

(@ Dans le cas de Cramer, on résout le systéme.

On peut utiliser la méthode du pivot de Gauss. La matrice augmentée est :

m 1 1|1 1 1 m|pB
Li—Ls
1 m 1 — 1 m 1|«
1 1 m|pB m 1 1|1
1 1 m B
—| 0 m-1 1-m | a-
Lry—Lp-L,
Lalammli | g 1-m 1-m? | 1-mp
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1 1 m B
Ly—L3+L
222 0 m-1 1-m a-p

0 0 2-m-m? | 1-mB+a-f

On résout par remontée. Notons D = (m—1)?(m+2) = —(m—1) (m*> + m-2).

. l+a-B(m+1) _ l+a-B(m+1)
T 2-m-m?2 —(m-1D(m+2)’

a_ — — —
_ -1 m)zza ’B+z,
m-—1 m—1

x=p-y—-mz.

Apres simplification, on obtient :
_(m+)-a- mp
 (m-1)(m+2) "’

3 -ma+(m+1)-p
T m-1D(m+2)

_—a-p+(m+1)
T o m-1)(m+2)

Donc la solution unique est :

(x,7,2) = m+l-a-mf m+l-ma-f m+l-a-p
V2= (m-1)(m+2)" (m-1)(m+2)" (m-1)(m+2)

L

Exercice 17.
On consideére le systeme

X1t+X2=a;

X2+ X3 =dpy

Xp-1+Xp = anp-1

Xn+ X1 = ay

(D Montrer que ce systeme est de Cramer si et seulement si 7 est impair (voir Exercice 13).

! (@ Discuter des solutions de ce systeme.

Correction de I'exercice 17.
(D Lamatrice des coefficients du systéeme est :

1 1 0 O 0 0

01 1 0 0 0

0 0 1 1 0 0
A=

o o0 00 --- 11

1 0 0 0 -~ 01

On reconnait exactement la matrice de I'Exercice 13. Son déterminant est donc :

det(A) =D, =1+ (-1,
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(® Sin estimpair, (-1)**! =1, donc det(A4) =2 #0. Le systéme est de Cramer.

() Si n est pair, (=)™ =-1,donc det(A) =0. Le systeme n’est pas de Cramer.

Le systéme est donc de Cramer si et seulement si| 7 est impair |.

(2 Cas n impair : Le systéme admet une solution unique. On la trouve par remontée.
En sommant les équations avec des signes alternés £y — E» + Es —-+-+ Ej, :
(x1+x2)—(2+x3)+ (X3 +X4) =+ (xptX)=a1—ax+az—---+ay.
Tous les termes s’annulent sauf 2x; :

n .
2Xx1=ay—ar+as—-+a,= Z(—l)”lai.
i=1

1 .
Donc x; = EZ?:I D ' a;.
Puis on remonte : x» = a; — X1, X3 = dy — X2, etc. En général :

Xk+1 = A — Xk pourk=1,...,n—-1.

Cas n pair : Le déterminant est nul, le systeme n’est pas de Cramer.

On somme les équations avec des signes alternés E; —Ey + E3 —---—E; :
(X1 +x2) = (X2 +X3) + (X3 +X4) = —(Xp+ X)) =1 —az+az—---— an.
Le membre de gauche vaut 0 (tous les x; s’annulent deux par deux). Donc une condition de compatibilité est :
n .
Y (- ta;=o0.
i=1

® Siyh, (-1)I~1a; #0, le systéme est incompatible (pas de solution).
® Sy, (-1 i=1 g; = 0, le systéme est compatible. Le rang de la matrice est 7 — 1 (on peut vérifier quilya n—1
lignes indépendantes), donc il y a une variable libre. Les solutions forment une droite affine de R" :
x1 =A (parametre libre),
Xo=a;—A,
X3=ax—a;+A,

x4=a3—a2+a1—/1,

k-1 ]
xe= Y (DF g+ (DR
j=1
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