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Année 2012-2013 Analyse 1. Fiche n°1. Les nombres réels (premiere partie).

Mémento :
®» N={0,1,2,...}, ensemble des entiers naturels.
» 7z={...,-2,-1,0,1,2,...}, ensemble des entiers relatifs.
» Q= {Z ’ peZ qeZ* }, ensemble des nombres rationnels.

() R=]-00;+00] est'’ensemble des nombres réels.

Exercice 1.

(O Expliciter :

(@ Ecrire al'aide du symbole Y les sommes suivantes :

anp+ap—1+---+a;
aobn+a1bn_1 +~--+anb0

n+m+1)% 4+ +2n)?

(® Déterminer les réels suivants, sachant que pour tout i,a; = 1:

(® Simplifier

n-1 n n+l1 n n+l1 p
>2 Yn Yyn JIn 3 [I3
i=1 i=0 i=1 i=1 i=0 i=1

n n no.
i Yo Yo
i=1 i=0 i=1

n

—

1l
—_

i=1

B

a; quand pour tout i, a; = 21 ,

~.
I
—

(@ Vérifier que

n!

n n |
(6k—3):(§) 2n)!
k=1 2

celui des termes pairs et celui des termes impairs.

10 6 5 6 8
Zai) Zaj+1) Zak—l’ l_[air Hak
i=0 j=2 k=3 i=0 k=1

10 27 n n n n
Ya  Ya Yya YyYa ya [la
i=1 i=0 i=1 i=0 i=p i=1

(6) Donner une expression de chacune des sommes suivantes en fonction de 7 :

(6 Donner une expression de chacun des produits suivants en fonction de » :

a; puis de ]_[ (aja;+1) quand pour tout i, a; = i

Dans la suite, 7 et p désignent des entiers naturels non nuls. ay, a1, ..., ap, ... et by, ..., by, ... sont des nombres réels.

Pour une démonstration directe de cette formule, on pourra décomposer (2n)! en deux produits :



Simplifier les expressions suivantes :

n+l1

L

Exercice 2.
(D Résoudre dans R chacune des équations suivantes :

@ 4x>-3x+1=0

® —3x*-2x+1=0

© 2x*+7x+3=0

@ 2x3+3x*-8x+3=0

© 12x*+x*-6=0

(@ Résoudre dans R chacune des inéquations suivantes :

@ 2x?-3x+1<0

® 2x*-13x-7<0

© x*-3x+2>0

@ —2x*+3x-7<0

© 15x3-37x*+10x+8>0

(=

Exercice 3.
(D Onsuppose que x €]-1,3[.

En déduire un encadrement de chaque fonction :

fi=2x-1 fH@)=-3x+4 fi(x)=x>
(@ Soit x € R. On suppose que 0 < —5x+3 < 5.
En déduire un encadrement de x.
(® On suppose que x € ]-3,2].
Si possible, majorer minorer
g (0)=x*+3 @)= 2
x+4

n-2
S=) ai-2— ) ain
i=3 i=1

n—-1 n n+1
v=2Y Vi+t1-Y Vk-1-Y /j
i=2 k=1 Jj=0
" oaiv
w=]]

fix)=QRx+1)?-3

fs(x) = x°

X
gs(x)= -1

1
f6(x)—m



Exercice 4.
Démontrer les inégalités suivantes.

@ Y(a,b)eR, 2ab<a®+b>

1
@ VY(abeR:, Vab< z(a+b).

2
@ V(a'b)ERiz' 1 1 <Vab.
a' b
1 1
@ V((l,b)ERj-Zr 4< (a+b) ;+E)

® Y(a,b)eR%, Va+rb<ya+Vb.
® VY(a,b)eR? 4ab<(a+b).

Vae]l-1,+oc0[, VneN (A+a)">1+na.
L.

Exercice 5.
Démontrer les inégalités suivantes.

1
Vxe]-oo,1[, ——>1+x.
® ]-00, 1] T
@ VxeR*, sinx<x.

2
X
B3 VxeR, cosx}l—?.

3

X
® VxeR™, sinx}x—g.

Exercice 6.
Ecrire la négation de chacune des propositions suivantes et dire, de la proposition ou de sa négation, laquelle est vraie.

D VxeRy, x*-1>0.
(@ JxeR, x2+x=0.
G IxeR, x*<0.

1
® Vxel0,1[, —>ux.
X

Exercice 7.
Compléter les propositions suivantes par 'un des symboles = ou < de maniere a ce qu’elles soient vraies.

O VxeR, (0<x<l .. x*<x?).
(@ VxeR, (0<x<1 §>1.
® VxeR, (0<x<l ... x>x%).
® VxeR, (O<x<l ... x-1<0).

I:.@ VxeR, (0<x<1 .. x*<1).



Exercice 8.
Soit n un entier naturel non nul et x;,..., x, des réels appartenant a [0, 1]. Montrer que

n n
[[a-x)>1-) x.
k=1 k=1
getrouver I'inégalité de l'exercice 4.(7).

Exercice 9.
Soient ay, ay, ..., ay, by, b1,..., b, des réels.

On consideére le polynome

(Xa; + bi)z .
0

P(X)=

n
i=

(D Montrer que P (X) peut se mettre sous la forme P (X) = aX 24 bX+c, ol a, b, c sont des réels a déterminer en fonction

de ao,al,...,an,bo,bl,...,bn.
(@ Calculer le discriminant.

(® En déduire I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

n n [ n
Z ap X bk < Z (,Zi Z bi
k=0 k=0 k=0

(@ En déduire I'inégalité de Minkowski :

n n n
\/Z (ak+bk)2<\/z ai+\/z b2
k=0 k=0 k=0

L

Exercice 10.
Soient a; > ay > az > ... > a, desréels, et soient by > b, > b3 > ... > b, des réels.

Lobjectif de 'exercice est de démontrer I'inégalité de Tchebychev :
1 Z 1 & 1 Z
- ai||= L bi|<— ) aibi

(O Montrer que a;b; + a;jb; > a;bj + a;jb; pour tout couple (i, j).

I:,@ Démontrer I'inégalité de Tchebychev.

Exercice 11.
Soient x1, x2,..., X, €t ¥1, ¥2,..., ¥n desréels avec y; > 0 pour tout i. On note m = min {x, x, ..., X,} et M = max{x;, x2,..., X,}.

(O Montrer que

=
&
=

1l
—

m< — < M.
ZJ’:‘
i=1

(@ En déduire que

n
2 i

X; i= X

mln(—l)gl ! <max(—l)
14 Vi i

=
=
=

1l
—




Université de Rouen

Mathématiques

L1 M.ILE.EEA./ PM.S.I.

Année 2012-2013 Analyse 1. Corrigé de la fiche n°1. Les nombres réels (premiere partie).

Exercice 1.
Dans la suite, 7 et p désignent des entiers naturels non nuls. ay, a1, ..., ap, ... et by, ..., by,... sont des nombres réels.

(O Expliciter :
10 6 5 6 8
Zai’zaj+lizak—l’l_[airl_[ak
i=0  j=2 k=3 i=0 k=1
@ Ecrire al'aide du symbole Y les sommes suivantes :

anp+aap-1+---+a;
aobn+d1bn_1+”-+anb0

n+m+1)% 4+ +2n)?
(3 Déterminer les réels suivants, sachant que pour tout i,a; = 1:
10 27 n n n n n
Zai Zai Za,- Za[ Zai Ha,- Hai
i=1 i=0 i=1 i=0 i=p i=1 i

(® Simplifier

n-1 n n+1l ) n n+1l p n ) n n
22 Yn yn  IIn I3 I3 [l@r) I14 [l
i=1 i=0 i=1 i=1 i=0 i=1 i=0 i=2 i=4

(®) Donner une expression de chacune des sommes suivantes en fonction de 7 :
n n 9 n
iy it )2
i=1 i=0 i=1

(6) Donner une expression de chacun des produits suivants en fonction de 7 :

n
a; puis de ]_[ (aja;+1) quand pour tout i, a; =i
i=1

:]:

Il
—_

a; quand pour tout i, a; = 21 ,

.:]=

I
—

(@ Vérifier que

H(Gk 3) = ( ) eny

= o
Pour une démonstration directe de cette formule, on pourra décomposer (2n)! en deux produits :

celui des termes pairs et celui des termes impairs.

Simplifier les expressions suivantes :

n+l1

n-2
S=) aia— ) ain
i=3 i=1
n n n-2
T= Za,- 1+22al—32 aj1

i=1 i=1 i=0
n _
LT Z
k=1 =2

11
i




n-1 n n+1
V=2 Y Virl- Y VE-1-) Vj
i=2 k=1 Jj=0

n
ait1

w=]]
i=1 i

L

Correction de 'exercice 1.
(D Expliciter les sommes et produits :

10
Zai=a0+a1+az+a3+a4+a5+a6+a7+a3+a9+a10
i=0

6

Z Ajy1 = A241 T A341 T Ag41 T A541 1 Aot
j=2

=daz+ayg+as+ag+ ay
5

Z ag-1=0a3-1ta4-1tads-1
k=3

=dy+asz+ay

a;=4adpXdy XdyXd3zXdagXdasXdg

—

I
=}

e

Al =041 Xdp Xd3 X adg X as X dgXdy; X dg

T
A

@ Ecrire aPaide du symbole Y :

&) an+ap-—1+---+a :lesindices vont de n (premier terme) a 1 (dernier terme).

On peut réécrire dans I'ordre croissant :

ap+tap1+---+ay=a,+ax+---+ay
n
= Z ak
k=1
&) aobp+ ayby_1+---+ a,by : on observe que dans chaque terme, la somme des indices de a et b vaut n.
Sil'indice de a est k (de 0 a n), alors I'indice de b est n— k.
n
aob, +arby,_1+---+aubg = Z akbn—k
k=0
® n?+(n+1)2+---+(2n)? : le premier terme correspond a k = 0 (car n+0 = n), le dernier a k = n (car n+n = 2n).

Chaque terme est de la forme (n + k).

n
n+n+1)%+--+2n?= Y (n+k)?
k=0

(® SiVi,a; =1alors:

p
Quand tous les termes valent 1, la somme Z 1 vaut le nombre de termes, c’est-a-dire p — m + 1.

i=m
p
Le produit ]_[ 1 vaut toujours 1.
i=m
10 27 27 n n
Zai=a1+a2+a3+a4+a5+a6+a7+ag+a9+u10 Zai=21 Zai=21
i=1 i=0 i=0 i=1 i=1
=1+14+14+14+14+14+1+1+1+1 =27-0+1 =n-1+1
=10 =28 =n




n n n n n n n n
Zai:ZI Zai:ZI Haiznl Haiznl
i=0 i=0 i=p i=p i=1 i=1 i=0 i=0
=n-0+1 =n-p+1 =1 =1
=n+1
(@ Simplifier :
n-1 n-1 n n n+1 n+l1
> 2=2)1 Z nY 1 n2=n?y 1
i=1 i=1 i=0 i=0 i=1 i=1
=2(n-1-1+1) =nn-0+1) =n2((n+1)—1+1)
=2(n-1) =n(n+1) =n?(n+1)
n n+l p
[In=n" [13=3""* [13=3"
i=1 i=0 i=1
& 2 2\n+l & -1 & -3
[1(2r°) [T4=4" [1(2p) =
i=0 i=2 i=4

(5) Expressions en fonction de n :
n
Calcul de Z it
i=1
Meéthode historique : Cette astuce est attribuée a Carl Friedrich Gaull qui, al’age de 7 ans, aurait résolu instantanément

la somme des entiers, demandé en classe par son professeur, de 1 a 100 en remarquant la symétrie suivante.

On écrit cette somme dans les deux sens et on additionne terme a terme les deux égalités :

M=

i = 1 + 2 + + (n-1) + n
i=1
n
Zi = n + (n-1) + + 2 + 1
i=1
n
221’ = (n+1) + (n+1) + + (n+1) + (n+1)

—

n fois le terme (n+ 1)

nn+1)

n(n+1)

Meéthode alternative (manipulation algébrique des sommes) :

™M=
"
™M=

N =

(n +1- ])) (on compte al'envers, de n jusqu’a 1)

1l
—
—

.

(i+n+1-1i)

=

M=

(n+1)

NI»—* N = N =

—

xnx(mn+1)



_ nn+1)
T2

n
Calculde ) i*:
i=0
On utilise 'identité (k + 1)% — k° = 3k% + 3k + 1, valable pour tout k € N. On somme cette égalité pour k allantdeOan:

Y [k+1P =K% =) (3k*+3k+1)
k=0 k=0

Le membre de gauche est une somme télescopique. En développant les premiers et derniers termes, on voit les

simplifications :
n
Y [k+1P-K]=(1*-0%)+(2°-13) +(3°-2°) +- -+ (PP~ (n-D*) + (n+ 1* - ?)
k=0
=03+ 28 -+ i =T+ (n+ 1P -
=n+1°-0=(n+1)°

Le membre de droite se décompose :

n

n n n
Y (3K +3k+1)=3) K*+3) k+ ) 1
k=0 k=0 k=0 k=0

nn+1)
2

n
=3) kK*+3x +(n+1)
k=0

On égalise les deux membres :

n
(n+1)3=BZkZ+W+(n+1)
k=0

Onisole3y}_ k*:

n
3Zk2=(n+1)3—W—(n+l)

k=0

s3]

=(n+1|(n+1) —?—1
[r2mer=5 1)

=(n+1)(n +2n+1—7—1

_ 2, N
—(n+1)(n +2)
_ nn+1)2n+1)
- 2

Finalement, en divisant par 3 chaque membre on obtient :

no, n(n+1)@n+l)
) K= ———

k=0

Meéthode alternative (par télescopage avec (k — 1)3):
n

Pour i2, il existe plusieurs astuces.

i=0

nn+1)
2

n
Lune d’elles consiste a utiliser le télescopage et le résultat précédent Z i=
i=1
On part de I'identité :

n n+l
Y EB=) (k-1°
k=1 k=2
n n+l
Y EB=) (k-1°
k=1 k=1

10



En développant (k—1)% = k® —3k? +3k—1:
n+l1

k=1 k=1
n+1 n+1 n+1 n+1
=) K-3) K¥+3) k- 1
k=1 k=1 k=1 k=1
n+l n
On décompose Y k*=n+1°*+ Y k*:
k=1 k=1
n n n+l 1 2
Y E=m+)*+Y K*-3) k232D UED
k=1 k=1 k=1
n
Les termes Z k® se simplifient de chaque membre :
k=1
nil +D)(n+2
0=(n+1?-3Y k243D
k=1 2
n+1
Onisole3 Y k*:
k=1
n+l1 1 2
3y K= (ned+3F D02
k=1 2
3 2
:(n+1)((n+1)2+ (n; )—1)
3n+6—2)

:(n+1)(n2+2n+1+

2n?+4n+2+3n+4

=(n+1)
2
2n2+7n+6
:(n+1)T
_ m+1)(n+2)(2n+3)
B 2

n+l1

Ainsi, en divisant par 3 chaque membre de I'égalité, on obtient :
Z 2= (n+1)(n+2)(2n+3)
k=1 6

En remplacant n + 1 par 7, on retrouve :
i 2 nn+1)2n+1)
k=1 6
n .
Calculde ) 2':
i=1
n .
Y 2i=242% 442"
i=1

On multiplie la somme par 2 :
n . n .
2 Z 21 — Z 21+1
i=1 i=1
n+1
= Z 2k (changement d’indice k =i+ 1)

k=2

n+1 n

2y 20y 2l=Y 2k o
i=1 i= k=2 i=1

i=1

On soustrait membre a membre :

11



n
2k+2n+1_21_22i
2 i=2

k i i +1 1
26 2t42" -2
i=1

|
.Ejz

||~V
M=

Il
—

k

I}
™M=

kel
Il
—

2n+1 -2

+

:2n+1 —2

n .
(Tous les termes intermédiaires se simplifient.) D’otl Z 2l =21,
i=1

Meéthode alternative (suite géométrique) :

n .
Pour Z 2!, on peut aussi utiliser la formule de la somme d’une suite géométrique.
i=1
La suite (Zi) ;e €St une suite géomeétrique de raison g = 2. Si (ug) ke €St une suite géométrique de raison g # 1, alors :
n+1

n 1-
Y up=—I

Donc:

(6) Produits en fonction de n :

n

n n n n no
[Tai=11: [T@ais)=[]iG+D [Tai=]12
i=1 i=1 i j

ic1 i=1 i=1 i=1
n
n n >
=n! =[]ix[]G+D =2i=1
i=1  i=1
n(n+1)
=n!(n+1)! =22

(@) Vérification :

[T6k-3)=]]
k=1 k=1
[
=1

n
=J[3x]]@k-1
k k=1

3(2k-1)

n

=3"[] k-1
k=1
Or, on a la décomposition :
2n
en'=]]k
k=1
n n
= (1‘[ zk) x (]‘[ (2k—1))
k=1 k=1

n
=2"n!'x [] @k-1)
k=1

12



En divisant chaque membre par 2" n!, on obtient :

En reprenant le calcul et en remplacant H (2k—1) par —

k=1

[[ek-1=
k=1

(Zn)'
n!

2n
) , on obtient :
2"n!

n n
[T®6k-3)=3"]] @k-1)

k=1

Meéthode alternative (en partant du résultat) :

n

(2 5

k=1

2n)!
2" n!
2n)!

On peut aussi vérifier I'égalité en développant le membre de droite :

(§)” 2n)!
2 n!

Simplifications :

n+1

n-2
S=) ai2— ) ain
i=3 i=1

n+1-2 n—2+1
Z ai-2+2 — Z aj+1-1
_1 —_
= Z Z ai
i=1 i=2

i=1+1
— n-1
=a1+Zai—Za,~
i=2 i=2

:al

Donc f> (x) €]1-5,7].

2n
k
3 k=1
2"
k=1 Hk
k=1
3 1
_xl_[_
[
(3 1
ei\2 k
n
=[] Bx k-
k=1
n
=[] 6k-3)

13

7:[:

n
H k-1

x2kx(2k—-1)

n n n-2
T:Zai_1+22ai—32ai+1
n—-2+1

Z ai- 1+1+22611 -3 ) ain
21

= i=0+1
n— n
Z —SZ a;

1
— — n-1
=ap+ Z ai+2an+22 ai—3z a;
i=1 i=1 i=1
n-1
=ap+2a,+(1+2-3)) a;
i=1

=ap+2a,



n 1 n—ll n-1 _ n n+l _
U=3 —-) - v:z_ZZ\/Hl—kZl\/k—l—Zo\/j
i= = Jj=

n+1 1 n—ll n—1+1 n—1 n+l
_ “y1 =2y ViTIol- Y VESIA1- Y i
ket k+1-1 5 i=2+1 k=1-1 j=0
n+11 n—ll n n-1 n+1
ZZ%— E ZZZ\/;—Z\/;—Z\/;
k=2 k=2 i=3 i=0 i=0
1 1 n—1 1 n—1 1 n—1 n—1
=—+ -y - =2vn+2Y Vi-vVo-vV1i-v2-Y Vi
n n+l Sk ok i=3 i=3
1 1 n—1
_L, VO-VI-VZ-VA-Vn+i- Y Vi
n n+l i=3
2n+1 ol
=D =vVn-vn+1-2v/0-2v1-2v2+@2-1-1) ) Vi
i=3

=vVn-vn+1-2-2V2

ajt1

Y
oy

i

N

a8
—

Il
=
2
t

x
=

|

]
o=
-
L

n

aixn
2 =

1
i1 A

1
n n 1
=apx [[aix—x]]—
i=2 ay =, aj
=apy1 X — X —
ay  j=p ai
a _
— n+1 < ln 1
a
_ Qp+l
ap

L

Exercice 2.
(D Résoudre dans R chacune des équations suivantes :

@ 4x>-3x+1=0

® -3x2-2x+1=0

© 2x>+7x+3=0

@ 2x3+3x>-8x+3=0

© 12x*+x*-6=0

(2 Résoudre dans R chacune des inéquations suivantes :

@ 2x*-3x+1<0

® 2x*-13x-7<0

© x*-3x+2>0

@ —2x*+3x-7<0

|:. © 15x3-37x>+10x+8>0

14



Correction de I'exercice 2.
(» Equations:

@ Equation:4x?-3x+1=0
Le discriminant A de 4x> —3x+1 est :
A=(-3)*-4x4x1
=9-16
=-7
Donc A < 0, on en déduit que 4x? —3x + 1 ne posséde pas de racine.

Donc I'équation 4x% —3x + 1 = 0 n’a pas de solution et donc 'ensemble des solutions .7 est :
S =2
® Equation:-3x*>-2x+1=0
Le discriminant A de —3x? —2x+1 est :

A=(=2?—4x(-3)x1
=4+12

=16

Donc A > 0, 'équation admet deux racines distinctes x; et x; :

—(=2)-v16 —(-2)+V16
XNnN=— Xp=—"""—""""
2 x(=3) 2 x (—3)
_2-4 _2+4
-6 -6
_ -2 B 6
- -6 - -6
1
= — = _1
3
Donc I’ensemble des solutions . est :
1
_
3
(© Equation:2x?+7x+3=0
Le discriminant A de 2x% + 7x+3 est:
A=7°-4x2x3
=49-24
=25
Donc A > 0, I'’équation admet deux racines distinctes :
-7-25 -7+v25
X]= — Xp= ———
2x%x2 2%x2
_-7-5 _-T+5
T4 T4
_-12 -2
1
=_3 —__
2

15



Donc I’ensemble des solutions . est :

@ Equation:2x3+3x*-8x+3=0
On remarque que x = 1 est racine évidente car2x 13 +3x 12 -8 x 1 +3 =0.

Donc on factorise par (x — 1). On cherche donc a, b, ¢ € R tels que pour tout xe R :
253 +3x°-8x+3=(x-1) (ax2 +bx+c)
En développant le membre de droite puis en identifiant les coefficients de chaque puissance de x, on obtient :

2x3 +3x% - 8x+3=(x—1) (ax* + bx+c)
=ax*+bx*+cx—ax*-bx-c

—axl+h-a)x*+(c-b)x-c

Par identification des coefficients, on obtient le systéeme suivant qu'on résout par équivalence :

a=2 a=2 a=2 a=2 a=2
b-—a=3 b=3+a b=3+2 b=5 b=5
] — < — < — A — A
c—-b=-8 c=-8+b c=-8+b c=-8+5 c=-3
—-c=3 c=-3 c=-3 c=-3 c=-3

Donc pour tout xeR:
2x3 +3x% —8x+3=(x—1)(2x* +5x-3)
Résolvons 2x*> +5x-3=0:

A=52—4x2x(=3)
=25+24

=49

Comme A =49 > 0, le trindme 2x% + 5x — 3 admet deux racines distinctes :

—5—+/49 —~5+/49
X]=——— Xp= ——
1= ox2 27 T ox2

_=5-7 _ —5+7
T4 T4
_-12 2
T4 T4

1
=-3 =3

Donc l’ensemble des solutions .& est :

y:{—3,1,1}
2

(Rappel : 1 est une racine évidente trouvée au début.)
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(© Equation:12x*+x*-6=0
On pose X = x%.Comme x€R,ona X >0.

Léquation devient une équation du second degré en X :
12X?+X-6=0
Le discriminant A de 12X? + X — 6 est :

A=1>-4x12x (-6)
=1+288

=289 =17°

Comme A =289 > 0, 'équation admet deux racines distinctes :

_-1-17 _-1+17
'™ %12 27 %12
_-18 16
T 24 T 24
3 2
T4 "3

3
OnalX; = “a < 0, donc cette racine est rejetée car X > 0.

2 2
On retient X, = § >0, ce qui donne x% = §’ soit :

Donc I’ensemble des solutions .¥ est :

(@ Inéquations:
(@ Inéquation:2x?>-3x+1<0

Le discriminant A de 2x> —3x+ 1 est:
A=(-3)%-4x2x1
=9-8

=1

Donc A > 0, le polynéme admet deux racines distinctes :

x:—(—3)—\/i x:—(—3)+\/i
! 2x2 2 2x2
_3—1 _3+1
T4 T4
2 4
T4 T4
1
= — :]_
2

Le coefficient dominant a = 2 > 0, donc le polynéme est positif a I'extérieur des racines et négatif entre les

racines.
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On cherche 2x2 —3x+ 1 < 0, donc ’ensemble des solutions .¥ est 'ensemble des nombres entre les racines :
1

=31

2

Meéthode alternative (tableau de signes par factorisation) :

1
On factorise le polynéme a I'aide de ses racines x; = 3 etx,=1:

1
2x°-3x+1<0 PR 2(x—5)(x—1)<0

On étudie le signe de chaque facteur dans un tableau :

x —00 3 1 +00
2(x-1) - 0 +
x—1 - 0 +
2x%-3x+1 + 0 - 0 +

1
On lit que le produit est strictement négatif sur X 1

, ce qui confirme le résultat précédent.
1
PRI
2
Inéquation : 2x> —13x-7<0
Le discriminant A de 2x? — 13x— 7 est :

A=(=13)2=4x2x (=7)
=169+ 56

=225=15°

Donc A > 0, le polyn6me admet deux racines distinctes :

o= —(513)- V225 . _ —(-13)+/225
1= 2x2 2- 2x2
_13-15 _13+15
4 4
-2 28
T4 T4
1
= —— :7
2

Le coefficient dominant a = 2 > 0, donc le polyndme est négatif entre les racines.

Donc I'’ensemble des solutions . est :

Meéthode alternative (tableau de signes par factorisation) :

. O . 1
On factorise le polynome aI’aide de ses racines x; = — 3 etx,=7:

1
2x2-13x-7<0 = 2(x+5)(x—7)<0

On étudie le signe de chaque facteur dans un tableau :
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x —00 -3 7 +00
2(x+3) - 0 +
x=7 - 0 +
2x*-13x-7 + 0 - 0 +
On lit que le produit est strictement négatif sur |— %, 71, ce qui confirme le résultat précédent.

Inéquation : x2-3x+2>0
Le discriminant A de x2 —3x+2 est:
A=(-3)2-4x1x2
=9-8

=1

Donc A > 0, le polyndme admet deux racines distinctes :

o3 -VI o TEBHVI
! 2x1 2 2x1
_3-1 _3+1
T2 T2
2 4
2 2

Le coefficient dominant a = 1 > 0, donc le polyndme est positif a I'extérieur des racines.

On cherche x2 —3x+2 >0, donc ’ensemble des solutions .7 est :
Y =]-00,1]U[2, +oo[
Meéthode alternative (tableau de signes par factorisation) :
On factorise le polynéme a 'aide de ses racines x; =l et x, =2:
¥ -3x+2>0 = (x-1)(x-2)=0

On étudie le signe de chaque facteur dans un tableau :

X —00 1 2 +00

x-1 - 0 +

x—2 - 0 +
x2-3x+2 + 0 - 0 +

On lit que le produit est positif ou nul sur ]—oco, 1] U [2, +00], ce qui confirme le résultat précédent.

¥ =]-00,11U[2, +oo]
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(@ Inéquation: —2x% +3x—7 <0 Le discriminant A de —2x% + 3x—7 est :

A=32-4x(-2)x(-7)

9-56

—47

Donc A < 0, le polynéme n’admet pas de racine réelle.

Le coefficient dominant a = —2 < 0, donc le polyndme est toujours négatif sur R.

Donc l'inéquation —2x? + 3x — 7 < 0 est vérifiée pour tout x € R, et 'ensemble des solutions .7 est :

Meéthode alternative (tableau de signes) :

7 =R

Le polynéme P (x) = —2x% +3x—7aun discriminant A = —47 < 0 et un coefficient dominant a = -2 < 0.

Donc P (x) est toujours du signe de a, c’est-a-dire strictement négatif pour tout x € R.

Le tableau de signes de P (x) est:

X

+00

Signe de

—2x%24+3x-7

On lit que —2x? + 3x — 7 < 0 pour tout x € R, ce qui confirme le résultat précédent.

Inéquation : 15x> —37x? +10x+8 >0

On teste les valeurs entiéres simples :

P(1)=15x13-37x1>+10x1+8

=15-

37+10+8

=—4#0

7 =R

=0

=120-148+20+8

Donc x = 2 est une racine évidente. On cherche a, b, ¢ € R tels que pour tout x e R :

15x° —37x% + 10x +8 = (x—2) (ax* + bx + ¢)

=ax®+bx*+cx—2ax*—2bx—2c

=ax’+b-2a)x*+(c-2b)x-2c

P(2)=15x23-37x22+10%x2+8

Par identification des coefficients, on obtient le systéeme suivant qu’on résout par équivalence :

a=15

b-2a=-37
]

c—-2b=10

-2c=8

a=15
b=-37+2a
= A
c=10+2b
c=-4

a=15
b=-37+2x15
c=10+2b
c=-4
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a=15
b=-7
c=10+2x(=7)
c=-4

a=15
b=-7
c=-4
c=—-4



Donc pour tout xeR:
15x° —37x% + 10x +8 = (x—2) (15x° — 7x —4)
Résolvons 15x> —7x—4=0:

A=(=7)?-4x15x (—4)
=49+ 240

=289 =17°

Comme A = 289 > 0, le trindme 15x% — 7x — 4 admet deux racines distinctes :

—(=7)—v289 —(=7)+ /289

X=— Xp= ———
2x15 2x15

_7-17 L T+17

T30 30

_-10 24

T30 " 30

1 4

T3 "5

On en déduit la factorisation compléte du polynéme :

3 5 1 4
15x° -37x“+10x+8=15|x+ § x—g (x—2)
Tableau de signes :
1 4
X —o ~3 5 2
15(x+ %) — 0 +
4 _
X — 5 0 +
x—2 - 0
P(x) - 0 + 0 - 0
Donc I’ensemble des solutions .& est :
14
S = [——,— U [2,+o0]
3'5
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Exercice 3.
(D On suppose que x € ]-1,3[.

En déduire un encadrement de chaque fonction :

1
A=2x-1  fr(x)=-3x+4 fHE®=x> fri=Cx+1)*-3 frx=x fo)=—

(@ Soit x € R. On suppose que 0 < —5x+3 < 5.
En déduire un encadrement de x.
(3® On suppose que x €]1-3,2][.
Si possible, majorer et minorer les fonctions suivantes :

(x)=x>+3 (x)—z—x (x)—_x+1 () = ——
& B & T x+4 83 T x-3 81 T x—1

L

Correction de 'exercice 3.

Remarque:
Deux régles fondamentales pour manipuler les inégalités :

(» Multiplier ou diviser chaque membre par une quantité négative change le sens de I'inégalité.

(» Appliquer une fonction a chaque membre change le sens de I'inégalité dans les intervalles ot la fonction est

! décroissante.

@ xe€]-1,3[:
® filx)=2x-1:

x€]-1,3[ <= —-1<x<3
— -2<2x<6
~— -3<2x-1<5
— -3<fi(x)<5

Donc fi (x) €]-3,5[.
® folx)=-3x+4:

x€]-1,3[ <= -1<x<3
<~ 3>-3x>-9
— 7>-3x+4>-5

— 5<fh(x)<7

Donc f> (x) €]-5,7][.
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® frx)=x%:
x€]-1,3[ <= -1<x<3
On prépare 'application de la fonction carrée sur ses intervalles de variations monotone :

«— —-1<x<0 ou 0<x<3
On applique la fonction carré : sur ]—1,0[ elle est décroissante donc le sens de I'inégalité change,
et sur [0, 3] elle est croissante donc le sens est conservé.

— (-1)®’>x*>0%> ou 0°<x*<3?

<= 1>x*>0 ou 0<x*<9

— x*€]0,1[U[0,9]

< x*€[0,9(

= 0<x*<9

= 0< f3(x)<9

Donc f3 (x) € [0,9].

® fix)=@x+1)?%-3:

x€]-1,3[ <= -1<x<3
— -2<2x<6

— —-1<2x+1<7
On prépare I'application de la fonction carrée sur ses intervalles de variations monotone :

— —-1<2x+1<0 ou 0<2x+1<7
On applique la fonction carré : sur ]—1,0[ elle est décroissante donc le sens de 'inégalité change,
et sur [0, 7] elle est croissante donc le sens est conservé.

= (-1)*>2x+1?*>0* ou 0°<(x+1)?<7?

—= 0<@x+1)’<1 ou 0<(x+1)*<49

= (2x+1)%*€]0,1[U[0,49]

= (2x+1)%€[0,49]

= 0< (2x+1)* <49

= -3<(2x+1)*-3<46

— -3< fa(x)<46

Donc fj (x) € [-3,46].
® frx)=x3:
x€]-1,3[ &= -1<x<3
= (-1)*<x*<3®

— -1<x¥<27
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= -1<fs(x)<27

Donc f5(x) €]1-1,27].

1
@ fﬁ(x)—m-

x€]-1,3[ <= -1<x<3

~— l<x+2<5

On applique la fonction inverse qui est décroissante sur ]1,5[, donc le sens de 'inégalité change :

1 1 1
= ->—F>=
1 x+2 5

1 1
— -<——x1
5 x+2
1
@g<f6(x)<1

Doncfﬁ(x)e]%,l[.

(2 Résolutionde 0 < —-5x+3<5:

0<-5x+3<5 < -3<-5x<K2
<=>_3> > 2
— x —
3 2
— g>x>—g
— 2< <3
—Z<xg<=
5 =5
Doncxe[—%,g )
® xe€]-3,2[:

® g1(x)=x*>+3:
x€]-3,2[ <= -3<x<?2
On sépare en deux intervalles oi1 la fonction carrée est monotone :

— —-3<x<0 ou 0<x<?2
Sur ]-3,0[ la fonction carrée est décroissante donc le sens de I'inégalité change,
et sur [0, 2] elle est croissante donc le sens est conservé.

— 9>x*>0 ou 0<x2<4

= x*€10,9[U[0,4]

= x*€[0,9]

= 0<x*<9

< 3<x*+3<12

= 3<gnx)<12

Donc g; (x) € [3,12[. Donc g; est minorée par 3 et elle est majorée par 12.
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2x
® gz(x)—m-

‘ Premiere méthode : | encadrement simple par équivalences successives.

x€]-3,2] < -3<x<2
On ajoute 4 a chaque membre pour encadrer x +4 :

<~ 1l<x+4<6

Ainsi x +4 > 0: on pourra diviser par x + 4 sans changer le sens des inégalités.

On multiplie d’abord par 2 les inégalités de départ :

x€]-3,2[ <= -3<x<2

— -6<2x<4

On divise maintenant chaque membre par x +4 > 0 (le sens est conservé) :

6 2x 4
< <
x+4 x+4 x+4

On minore le membre de gauche et on majore le membre de droite.

1 6
Comme x+4>1,0na 5 < l,donc—m >—6

1 4
Commex+4>1,0nam < l,doncm <4.

On en déduit 'encadrement (non optimal) :

6 2x 4
< <
x+4 x+4 x+4

<4

Donc g» (x) €]—-6,4[. Donc g» est minorée par —6 et elle est majorée par 4.

Remarque : 4 nest pas le plus petit des majorans mais il est suffisant pour répondre a la question.

\ Deuxiéme méthode : \transformation de I'expression.

Lorsque cela est possible, on essaie de faire apparaitre qu'une seule occurrence de x dans I'expression algébrique
de la fonction, cela a I'avantage d’étre plus simple a encadré :

2x

09=

_2(x+4)-8

x+4
_2(x+4) 8

x+4 x+4
8

x+4

. 8 L.
On encadre maintenant 2 — P par équivalences :
X
x€e]-3,2[ <= -3<x<?2
<~ 1l<x+4<6
La fonction x — ]—16 est strictement décroissante sur ]1,6[, donc on change le sens des inégalités :

1 1
— -<——x1
6 x+4
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On multiplie par —8 qui est négatif, donc le sens change :

8 4

— B8<-——<—=
+4 3

8 2

— 6<2-——< -
x+4 3

2
<~ —6<g2(x)<§

Donc g (x) € | -6, % [. Donc g» est minorée par —6 et elle est majorée par %

-x+1
X)) = :
© g0 =——
On commence par transformer I'expression pour ne faire apparaitre x qu’'une seule fois :
) -x+1
X) =
& x-3
_—(x-3)-2
B x-3
. x-3 2
~ x-3 x-3
2
= —]_ _——_—
x-3

2
On encadre maintenant —1 — T 3 par équivalences :
x—

x€]-3,2[ <= -3<x<2
— -6<x-3<-1

La fonction x — J—lc est strictement décroissante sur |—6,—1[, donc on change le sens des inégalités :

1 1
— -l<—<——
x—3 6

On multiplie par —2 qui est négatif, donc le sens change :

2
— —5 <gx)<l1
Donc g3 (x) € | —%, 1[. Donc g3 est minorée par —% et elle est majorée par 1.
X
X)=——:
© 810 ="—
On commence par transformer I'expression pour ne faire apparaitre x qu'une seule fois :

X
g1(x) = Y1

_x-D+1
Tox-1

On a x € ]-3,2[ mais x — 1 doit étre différent de 0 :
x—1#0 < x#1 doncl estune valeur interdite.

Autrement dit, x€]-3,1[uU]1,2][.
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. 1 P
On encadre maintenant 1 + ~_1 P équivalences :
x f—

x€]-3,1[u]l,2[ &< -3<x<1 ou 1l<x<2

<~ -4<x-1<0 ou O<x-1<1

La fonction x — % est strictement décroissante sur ]—4,0[ et sur ]0, 1[, donc on change le sens des inégalités :

1 1
— -——-—>——>-00 0u +oo0>——>1
4 x-1 x-1

1 1 1
<=>—£—1+1>1+—1>—oo ou +oo>1+—1>1

3
— —oo<g4(x)<Z ou 1<gys(x)<+oo
Vérifions qu’il n’y a ni minorant ni majorant :

1
lin% 1+ i 1+ (—o00) =—oco0 donc g4 n'a pas de minorant.
x— -

x<1

1
lin% 1+ 1 1+ (+00) = +o0o donc g4 n'a pas de majorant.
X— -

x>1

L

Exercice 4.
Démontrer les inégalités suivantes.

@ Y(a,b)eR, 2ab<a®+b>
1
@ VY(a,b)eR?, \/abgi(c”b).

®) VY(a,b) eR*?, <Vab.

2
1 1

Q
Sy

@ VY(a,b)eR*?, 4<(a+b)

1+1)
a bl
® VY(a,b)eR%, Va+rb<ya+Vb.

® VY(a,b)eR? 4ab<(a+b).

|:.® Yae]-1,+oo[, VReEN (1+a)">1+na.
Correction de I'exercice 4.
(D) Pour tout réel x, on sait que x? > 0. En particulier, en prenant x = a— b, ona:
(@a-b?>0 < a’*+b*-2ab>0
On ajoute 2ab de chaque c6té :
<« 2ab< a®+b?

Ce qui montre le résultat attendu.

©) ‘ Premiére méthode : |on part de ce qu'on cherche a démontrer et on procéde par équivalences successives jusqu’a

arriver a une proposition dont on sait si elle est vraie ou fausse.
1 1 1
vab < E(a+b) — 0K Ea—\/ab+ Eb

— 0<a-2Vab+b

e 0< VA - 2vavb+ VD
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c=>0<(¢5—v%f

Cette derniére proposition est vraie (un carré est toujours positif ou nul), donc par équivalences successives, la

proposition de départ est vraie.

Deuxiéme méthode : |d’apres la question 1), on sait que V (x, y) € R?, 2xy<x®+y>

Prenons (a, b) € [Rﬁ etposons x =+\/aety= vb. On a alors :
2xy<x*+y = 2vavbh < \/52 + \/1_72 (vrai d’apres 1)
—2vVab<a+b

@Vabgé(a+b)

(3 On commence par simplifier I'expression :

2 2 2ab
1,17 bta
aths ap atb

2ab

Donc on veut montrer < Vab.
a+b

2

2ab
<Vvab < a <Vab

%4_% a+b
<~ 2ab< Vab(a+Db) (cara+b>0)
<~ 2abvab<VabxVvabx (a+Db) (car Vab >0)

<~ 2abvab<abx(a+Db)

— 2vVab<a+b (car ab > 0)

1
== \/abgi(a+b)

Or cette derniéere inégalité est exactement celle démontrée a la question 2.

Donc par équivalence I'inégalité de départ est vraie.

® ‘ Premiére méthode : | On développe le produit du membre de droite :

1 1 1 1 1 1
(a+b)(E+E)=ax;+axE+bx;+bxz

_1+a+b+1
- b a

_2+a+b
- b a

D’apres la question 1), ona V(x,y) € R2, 2xy < x%+ y2.

/ /b
En prenant x = %ety: —, on obtient :
a
2xy <P+t =2 Ex é< ﬁz+ E
ysery Vb Va Vb a

<:>4§(a+b)(—+—)
a
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Ce qui montre le résultat attendu.

Deuxieme méthode : |d’apres les questions 2) et 3), on a:

1
ato

1 2
V(@b eR’, Vab<zla+h) et 1 <Vab.

On multiplie alors membre & membre ces deux inégalités (car tous les termes sont positifs) :

2 1 vab 1 1
\/abx1 1<—(a+b)\/ab<=> a x2x2<(a+b) —+—)
Z+E 2 ab a b

<~ 4<(a+b)

1 N 1 )

a b
Ce qui prouve également le résultat.

G VY(a,b)eR%,ona

Va+b>0 et va+vVb=0

La fonction x — x? est croissante sur [0, +oo[, donc le sens de I'inégalité > est conservé par élévation au carré.

Ona:

2 2
Va+b >0 et (vVa+vb) =02
—a+b=>0 et a+2vab+b>0
Comme 2vab>0,0ona:
0<a+b<a+b+2vVab
Ce qui équivaut a :
2 2
0<Va+b <(va+v)
Et en prenant la racine carrée (fonction croissante sur R.) :
0<Va+b<va+Vhb
Ce qui prouve le résultat.
(6) D’apresla question 1), onaV(a,b) € R2,
2ab < a®+ b?
En ajoutant 2ab a chaque membre :
<> 2ab+2ab< a*+b*+2ab
> 4ab< (a+b)?

Ce qui prouve le résultat.
@ VYae]l-1,+oo[, VneN, (1+a)">1+ na (inégalité de Bernoulli).
On procede par récurrence sur 7.

Initialisation : pour n =0, (1+ a’=1>1=1+0a. Linégalité est vraie.
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Hérédité : supposons que (1 + a)” > 1+ na pour un certain n € N. Alors :

A+a" ' =0+a"1+a)>U+na)(1+a) (par hypothese de récurrence, car 1+ a > 0)
— (Q+a)"'>1+a+na+nd

)n+l

— ((+a >1+(n+1)a+na2

— (A+a™™'>1+n+Da (car na® > 0)
Donc I'inégalité est héréditaire.
|:l Conclusion : par récurrence, VreN, (1+a)" > 1+ na.

Exercice 5.
Démontrer les inégalités suivantes.

1
Vx€]-oo,1[, ——>1+x.
@ ! [ 1-x

@ VxeR™, sinx < x.
2
x
(® VxeR, cosx}l—?.
3
X
@ VxeR™, sinx}x—g.

Correction de I'exercice 5.

1-(1-x%) «? e ) 1
= > 0. Légalité n'alieu que si x =0, donc —— >1+x
1-x 1-x 1-x

=1+ x pour x = 0. L'inégalité stricte est donc vraie pour x € ]—oo, 1[\ {0}. Pour x = 0, on a égalité.

1
©) Vxe]—oo,l[,l—x>0.0na—1 —-(1+x) =
-Xx

1
pour x #0, et ]

@ Soit f(x) = x—sinx. f'(x) =1-cosx > 0, donc f est croissante sur R*. f(0) = 0, donc f (x) > 0 pour x > 0, i.e.

sinx < x.
x? x?
(® Soit g(x) =cosx—1+ Ch g'(x)=—sinx+x>0par (2). g(0)=0,donc g (x) >0,i.e.cosx>1— >
3 2 3
(® Soit h(x) =sinx—x+ % h(x)=cosx—1+ % >0par (3). h(0)=0,donc h(x) >0,i.e.sinx > x— %

L

Exercice 6.
Ecrire la négation de chacune des propositions suivantes et dire, de la proposition ou de sa négation, laquelle est vraie.

O VxeR,, x2-1>0.
@ 3xeR, x*>+x=0.
G JdxeR, x*><0.

1
® Vxelo,1[, —>ux.
X

Correction de I'exercice 6.
(D Négation:3xeR,, x*-1<0. Vraie (prendre x =0 ou x = 1). La proposition initiale est fausse.

Négation : VxR, x2+ x# 0. Fausse (car x =0 et x = —1 sont solutions). La proposition initiale est vraie.
g prop
() Négation:VxeR, x%>0.Vraie (un carré est toujours positif). La proposition initiale est fausse.

1
(® Négation: 3x€]0,1[, < x. Fausse (car pour x €10, 1], T > 1> x). La proposition initiale est vraie.

=

L
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Exercice 7.
Compléter les propositions suivantes par 'un des symboles = ou < de maniere a ce qu’elles soient vraies.

O VxeR, (0<x<l .. x*<x?).
(@ VxeR, (0<x<1 i>1.
® VxeR, (0<x<l ... x>x%).
® VxeR, (O<x<l ... x-1<0).

|:.® VxeR, (0<x<1 .. x*<1).

Correction de I'exercice 7.
D 0<x<1= x><x? (car x* >0 et x < 1). Réciproque fausse : x = —2 donne x> = —8 < 4 = x*> mais x ¢ ]0,1[. Donc =.

1 1
@ 0<x<1< —>1 (lafonction x— — est strictement décroissante sur R**). Donc <.

X X
® 0<x<l=>x> x2 (car x(1—x) >0). Réciproque fausse : x =0 donne 0 > 0 mais 0 ¢ ]0, 1[. Donc =.
(® 0<x<1=x-1<0 (évident). Réciproque fausse : x = —1 donne —2 < 0 mais —1 ¢ ]0, 1[. Donc =.

2:

|:|® 0<x<1=x?<1(car x <1etx>0). Réciproque fausse : x = —% donne x % < 1 mais x ¢]0,1[. Donc =.

Exercice 8.
Soit n un entier naturel non nul et x1,..., x; des réels appartenant a [0, 1]. Montrer que

n n
[Ja-x)>1-3 x.
k=1 k=1

gatrouver I'inégalité de I'exercice 4.(7).

Correction de 'exercice 8.
Par récurrence sur n. Pour n=1: szl 1-x)=1-x1 = 1-x1, vrai.

Supposons la propriété vraie au rang n. Alors :

n+1 n
[Ta-x)=0-x) []A-xp0)
k=1 k=1

n
>(1-Xp41) (1 -y xk) (par HR.et1—x,.1 > 0)

k=1
n n

=1- xk_xn+1+xn+lzxk
k=1 k=1
n+1 n

>1-) xp (car xp41 Yy X =0)
k=1 k=1

Pour retrouver 'exercice 4.(7) : prendre x; = a pour tout k, avec a € |—1,+o0l. Si a > 0, I'inégalité est triviale. Si a € ]-1,0],

glpose X =—a€]0,1[etonobtient (1+a)" > 1+ na.

Exercice 9.
Soient ay, ay,...,ay, by, b1,..., b, des réels.

On considere le polynéme

n
P(X)=) (Xa;+Db)?.
i=0
(D) Montrer que P (X) peut se mettre sous la forme P (X) = aX?+bX +c, o1 a, b, ¢ sont des réels 2 déterminer en fonction

de ayg,ay,...,au, by, by,..., by.

(2 Calculer le discriminant.
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(3 En déduire I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
kxbk

n n n
3 (ak+bk)2<\/z ai+\/z b2
k=0 k=0

k=0

(® En déduire I'inégalité de Minkowski :

L

Correction de 'exercice 9.
(D Développement :

M:

P(X)=Y (X*a?+2Xa;b; +b?)

G

:(,-

n n
12) X2 +2 (Z aibi) X+ (Z blz)
0 i=0 i=0

n n n
Donca=)Y a’,b=2) aib;,c=)Y b
i=0 i=0 i=0

2
n
) Discriminant: A =b*>-4ac=4 (Z aibi)

n n
» zag) (z b,%).
i=0 i=0 ) \i=o

(® P(X) = 0pour tout X € R (somme de carrés). Donc A < 0, soit :

s

Z(ak+bk) = Zak+22akbk+2b2
k=0 k=0

En prenant la racine carrée

n
:|> aib;
i=0

(@) Inégalité de Minkowski :

l:: En prenant la racine carrée, on obtient 'inégalité de Minkowski.

Exercice 10.
Soienta; > a; > az > ... > a, desréels, et soient by > b, > b3 > ... > b, des réels.

Lobjectif de I'exercice est de démontrer I'inégalité de Tchebychev :
1 & 1Z 1 1
- NM=Y b |<=

(O Montrer que a;b; +a;jb; > a;bj + ajb; pour tout couple (i,j).

I:,@ Démontrer I'inégalité de Tchebychev.
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Correction de I'exercice 10.
(@ On a (a; —a;j)(b;—bj) > 0 car les suites sont toutes deux décroissantes (les différences ont le méme signe). En

développant : a; b; —a,-bj - ajb,- +ajbj >0, soit a; b; +ajbj > aibj +ajbl~.

(» Sommons cette inégalité pour tous les couples (i,j) avec1<i,j<n:

i=1

n n
En divisant par 27 : Za,b, /(%Z ,) (%Zbl)

Exercice 11.
Soient x1, x2,...,Xp, €t V1, ¥2,..., yn desréels avec y; > 0 pour tout i. On note m = min {x, x, ..., X,} et M = max{x;, x2,..., X,}.

(O Montrer que

(@ En déduire que

L

Correction de I'exercice 11.

n n
(D Onam< x; <M pour tout i. Comme y; >0, ona my; < x;y; < My;. Ensommant: m)_y; <Y x;yi<M)_ y;.En
i=1

i=1 i=1
th,)/z

1L i=1

divisantpar ) y; >0:m <

] Zn:
1=
(@ On applique (1) avec x; remplacé par il et y; inchangé. On a m’' = mln(xi) et M' = max( ) Alors : m' <
Yi Vi Vi

1 1
n n
Xi
Z;X%’ 2 Xi
i=1Ji . i=1
— < M, soitm' < <M.

n
Z Vi Vi
i=1 i

N
S

L
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Université de Rouen
Mathématiques
L1 M.ILE.EEA. / PM.S.I.

Année 2012-2013 Analyse 1. Fiche n°1. Les nombres réels (deuxieme partie).

Exercice 1.
Pour chaque ligne du tableau suivant, il y a quatre écritures possibles définissant le méme ensemble de nombres réels : avec

intervalles, inégalités, distances et valeurs absolues. Donner les trois manquantes, ainsi qu'une représentation graphique

de cet ensemble.

intervalles inégalités distance | valeur absolue | représentation graphique

x€e[-1,3[

x<-loux>5

d(x,3)>3

|x—xpl<a

(=

Exercice 2.
Résoudre dans R :

@ [2x+1<2
@ |-x+11>21
® lx+1—|x+2|=2x

|:.@ lx+12] < |x* - 16|

Exercice 3.
Démontrer que :

@ VYx,yeR, |x + y| < x|+ | y‘ (premiere inégalité triangulaire).
® Vx,yeR, |lxI-|y||<|x—y| (deuxieme inégalité triangulaire).

® Vx,yeR, 2|x|<|x+y|+|x-y|

I:I@ Vx,y€eR, |x|+|y| g‘x+y‘+|x—y|

Exercice 4.
A désigne un sous-ensemble de R. Ecrire avec des quantificateurs :

(D 10 est un majorant de A.

(2) m estun minorant de A.

(® p n’est pas un majorant de A.
(9 Aest majorée.

(5) An’est pas minorée.

I:,@ A est bornée.
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Exercice 5.
Déterminer, s'ils existent la borne supérieure, la borne inférieure, le plus petit élément, le plus grand élément des parties de

R suivantes.
(@ 1la, b] ol a et b sont deux réels avec a < b.

® la,+oo[

n®-1
I:I@ {n2+1

Exercice 6.
Si A et B sont deux parties non vides et majorées de R, on définit A+ B={a+b|ac A, be B}.

nel\l}.

(D Justifier 'existence de sup (A + B).

@ Montrer que sup (A + B) = sup (A) +sup (B).

(3 On suppose en outre que A est minorée et on note —A ={—a | a € A} I'ensemble des opposés des éléments de A.
(@ Montrer que — A est bornée et que sup (—A) = —inf A, inf(- A) = —sup A.
(® On appelle diameétre de A la borne supérieure des distances entre deux éléments de A :

diam (A) =supf{la; —azl | a1 € A, a € A}.

Montrer que diam (A) = sup (A — A).

I:, (© En déduire que diam (A) = sup A—inf A.

Exercice 7.
Montrer que D = {r? | r e Q}u{-r? | r € Q} est dense dans R, autrement dit que tout intervalle ouvert non vide contient

gu moins) un élément de D.
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Université de Rouen
Mathématiques
L1 M.ILE.E.A./ PM.S.L.

Année 2012-2013 Analyse 1. Fiche n°2. Les fonctions usuelles.

Exercice 1.
gacer le graphe de la fonction f:R — R donnée par f (x) = [2x— 1| — |6 + 3x|.

Exercice 2.
Dans chacun des cas suivants préciser les ensembles de définition des fonctions f et g et déterminer, quand c’est possible,

les composées fogetgo f.
@ f(x)=x? et g(x)=2x+1
@ fx)=x-1 et g(x):l—x3

1
@f(x):; et gx)=x

I:,@ f)=vx+1 et g(x)=x?

Exercice 3.
Préciser le domaine de définition et étudier la parité éventuelle de la fonction f dans les cas suivants.

o f(x):x2+x4+1
@ f=1-x°

® f@=var+1
@ fx)=x"-x*+1
® f0)=—

x2-1

Exercice 4.
Montrer que les fonctions suivantes sont périodiques et déterminer une période.

@ fx)=Ex)-x.

@ f(x)=sinx+cosx

I:,@ f(x)=tanx —sin2x

Exercice 5.
2
Démontrer que f: R — R, définie par f (x) = gxs + x% —4x + 1, admet trois zéros et encadrer chacun de ces zéros par deux

entiers consécutifs.

Exercice 6.
(D Calculer:

27
Arccos (cos (?)) R

Arccos (cos (4)),

27
Arccos|cos T ,
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3
Arctan (tan (T )) .

. 1 4
(» Démontrer que 2Arctan (5) = Arctan (g) .

L

Exercice 7.
Simplifier les expressions suivantes, en précisant leur domaine de validité.

(D cos(2Arccosx)

1
@ cos® (E Arccos x)

1
() sin? (E Arcsin x)

I:,@ tan (2Arctan x)

Exercice 8.
Montrer que

V1i+x2-1
X

1
O VxeR* Arctan( = zArctanx

@ Vxel-1,1] Arctan( ):Arcsin(x).

X
I:n V1-—x2

Exercice 9.
Résoudre les inéquations suivantes.

(D Arcsinx<0

(@ 2Arccosx—m>0

|:,® 2Arctanx+mw >0
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Université de Rouen
Mathématiques
L1 M.ILE.E.A./ PM.S.L.

Année 2012-2013 Analyse 1. Fiche n°3. Suites numériques.

Exercice 1.
Parmi les suites définies ci-apres par leur terme général, citer celles qui sont arithmétiques, celles qui sont géométriques.

Donner alors le premier terme et la raison.

5 - ~ 1\ e1+3)? n+l
u,=3" v,=n" wn:4n—§ X, = (=3)°" Yn=(1D"e" zn:(7) +3 a,= e ﬁn:i:zizl
Exercice 2.
Etudier si les suites définies ci-apres sont bornées.
" _2n-3 ) _In(m wo=Vi  x _3n+sinn _ (-D"cosn
" on+1 " n " " n? Yn= n+1

L

Exercice 3.
Etudier si les suites définies ci-apres sont monotones.
n2i—1

. Xp=¥n  y,=2n+sinn
=1 21

1
Un=n+ 5 vp=vn+ (=" wy =

(=

Exercice 4.
n
Onnote S, = Z u; la somme des n + 1 premiers termes d'une suite arithmétique (u),, de raison r. Calculer
i=0
(D ug et Sg connaissant up =4 etr =3.

(@ ug et Sg connaissant u7; =100 et r = 5.

|:,® r et up connaissant Sg = 95 et Sg = 100.

Exercice 5.

Une suite arithmétique (u,),, a pour premier terme 1 = 2 et pour raison r = > Soit un entier n > 3. Donner en fonction de

2n
nlavaleurde A, = Z uj.
i=n-3

Exercice 6.
Déterminer les 5 termes consécutifs u, uy, us, w4, us d'une suite géométrique décroissante sachant que ujus =4, up +uy =

20
— et uz > 0.
L3

Exercice 7.

On considere la suite réelle (u,,) ,cny définie par son premier terme uyg = -4 et VneN* u, = s Un_1-3.
(D) Déterminer «a € R tel que v, = u, + a soit une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.

(2 Calculer v, en fonction de n, puis u, en fonction de n.
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n n
® Onpose S, =Y vietS, =) ug. Calculer S,. En déduire S),.

E k=0 k=0

Exercice 8.

. 1 N PP
(D Montrer que la suite (— converge vers 0 (on pourra revenir a la définition).

i

! (2 Montrer que si (1) est une suite bornée et (v,,) une suite qui tend vers 0, alors la suite (u, v;) converge vers 0.

Exercice 9.
Dans chacun des cas suivants calculer la limite de la suite (u,,).

34 1 n—-2 n2+2n-1 n+4n+3
Uy = e Uy = Uu,=— Uy = ——
" n+2 " n+4 " n+2 " nt+5
-2 n+3

Up= —— Up= ——= Up=vVn?+1-2n
" n3+7 " VnZ+2n "
Uup,=vVni+l-n un:n(\/n2+l—n) u,=Vni+n-n

2" +5 n! n! (nh?
Uy = Uy = — U, = — U, = ——
" 3n4 " on " opn " 2n)
un=n“eﬁ" un:na(lnn)ﬁ un:%

L

Exercice 10.
Ftudier la convergence de la suite (#,,) ,en+ définie par

n
1
Uy = Epe—
§ kgl vn2+k

L

Exercice 11.

Soit (ag, bg) € ([R**)Z. On pose pour tout 7 dans N :

a,+b 2 1 1
1 et =—+—
2 bpyn  an by

ap+1 =

(D) Montrer que (ay) en €t (bn) nen sSONt d'une part bien définies et d’autre part adjacentes.

I:,@ Calculer v/ a, b,,. En déduire la limite de a,, et b,,.

Exercice 12.
Soit la suite définie par :

ug=-1
vneN*, u,1=v2+u,
(D Montrer que pour tout z dans N, 1, est positif.
(@ Etudier la fonction définie par f (x) = vVx +2.

(® En utilisant le graphe de f émettre une idée sur la monotonie et la convergence de (i) ,en-

! (® Démontrer 'idée avancée.
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Exercice 13.
Moyenne de Cesaro.

(D Soit (u,) ,en+ Une suite convergente. La moyenne de Cesaro S, de la suite (u,,) est définie comme

uy+---+uy
Sp=—-—7-—.
n

(® On suppose pour commencer que lim u, = 0. Soit € > 0.
Montrer qu’il existe un entier ny € N* tel que

lupl+---+|up €
Y 1> ng, |sn|<¢+—.

® Ftablir 'existence d’un entier n; € N*, tel que

lupl+ -+ |up €
iz, Mlretlie] e
n

(© En déduire la convergence de (S;) ;en+ vers 0.

(@ Démontrer que, dans le cas général, si () ,en+ converge vers [ € R, alors (Sy,) ,en+ converge vers 1.

! (» Montrer que la suite ((—1)"),en+ diverge mais que la suite de Cesaro associée converge.

Exercice 14.
(D Montrer que la suite de terme général u;, = sin (n) diverge.

(@ Calculer, pour tout n € N*, sin (1) +sin(2) + - - - + sin (n). En déduire la nature de la suite de terme général

1 n
Vp=— Z sin (k).
N

L

Exercice 15.

a\n
(D Soit a € R. Calculer la limite de u, = (1 + —) .
n

(2 Soient a et b des réels strictement positifs. Déterminer les limites suivantes,

lim (a”+b”)1/n et lim (a_”+b_”)1/".
n—+oo n—+oo

L

Exercice 16.
(D Si (ty) nen €St une suite non bornée a-t-on nécessairement lim u,, = +oo ou lim u,, = —co0?

! (@) Si (1) en €st une suite non bornée et positive a-t-on nécessairement limy,—, 4o Uy = +00?

Exercice 17.
Pour n > 1, on définit les suites u, et v, par

L
Uy = —

k:Ok'

L 1 1
Un:kZOE‘FE:un'FE

(D Montrer que les suites u;, et v, sont adjacentes. Soit ¢ la limite de u, (qui est la limite de vy,).

I:,@ Montrer que ¢ ¢ Q.
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