Mathématiques 2012-2013
Cours d’Analyse 1

Olivier BENOIS,
Université de Rouen
Laboratoire de Mathématiques Raphaél Salem,
Avenue de I'Université, BP12,

F76801 Saint-Etienne-du-Rouvray.

Rédigé avec BIEX
par Hicham AMARIR

le 17 mai 2026



Table des matiéres

1.5 Bornes Inférieures et SUPETIEUTES| . . . . . . v v v vt e e i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

|11.6  Propriété d’Archimede et Ses CONSEqUENCES|. . . . . . . . . v ot it it e e e e e e e e e e e

. Z Y 0 7

2.1 énéralité rlesfonctions| . . . . . . . o o e

2.2 Injections, surjections, bijections| . . . . . . . . . . L e e e e

2.3 Image directe, IMage réCIPIOQUE| . . . « o« v v v v e vt e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

2.4 Opérations sur les fonctions| . . . . . . . . . . . e e e

’ T 7T 7 ¥

2.8 Quelques fonctions usuelles| . . . . . . . . . e e e

4.2 Opérations sur les limites de fonctions|. . . . . . . . . . . . e e e

[4.4  Limitesagaucheeta droite] . . . . . . . . . . . e e e

11
15
18
22

26
26
27
30
32
36
37
42
43
43
47
47
48
48
50

52
52
54
55
60
63



[4.5.1  Définition et premieres Propri€tés| . . . . . . . . . . . it e e e e e e e e e e e e 71
[4.5.2  Opérations sur les fonctions continues| . . . . . . .. .. ... e 72
[4.5.3  Prolongementparcontinuité|. . . . . . . ... . . . . ... e 72
[45.4  Théorémedesvaleursintermédiairesl . . . . ... ... ... ... L 72
[455 Théorémedesbornesatteintes|. . . . .. ... .. ... .. L L 73
4.5.6  Théoreme delabijection| . ... ... ... ... . . e 73




Chapitre 1

Les nombres réels

1.1 Les ensembles usuels de nombres

Lensemble des entiers naturels

On refait rapidement l'histoire de la constructions des nombres qu’on utilise quotidiennement. On commence par les

nombres entiers naturels qui sont utilisés pour dénombrer des objets. Ils sont définis comme suit :

Définition 1.1 : (Ensemble des entiers naturels)

Ces nombres sont utilisés pour dénombrer :

N={0;1;2;3;...}|

Définition 1.2 : (Addition, Multiplication)
Sur cet ensemble, c’est-a-dire sur N, on définit deux opérations : I’addition et la multiplication.

(voir cours d’algébre pour la vraie définition)
Probleme : 'opération inverse de 'addition n’est pas définie pour tous les entiers.
Par exemple, I'équation x + 3 = 2 n’a pas de solution dans N.

Définition 1.3 : (Opposé)
|g1 introduit les symétriques des entiers pour I'addition, qui sont appelés opposés: —1,-2,-3, ... ce sont les entiers négatifs.

Ainsi, le probleme est réglé : la solution de x +3 =2 existe etelleest x =2 -3 =—1.

Définition 1.4 : (Ensemble des entiers relatifs)

On appelle Z 'ensemble de ces entiers, dits entiers relatifs :

\Z:{... i=3;-2;-1;0;1;2;3;..}

Définition 1.5 : (Groupe (Z,+))
@1‘ Z,'opération inverse de I'addition (c’est-a-dire I'opposé) est définie. On dit que (Z, +) est un groupe.

Mais on ne peut pas définir 'opération inverse de la multiplication dans Z : par exemple, 3 n’est pas divisible par 2, autrement

dit (i.e. « id est ») : 'équation 2 x x = 3 n’a pas de solution dans Z.

Définition 1.6 : (Inverse)

. . fpes KT . 111 ‘.2 o . 1 1_2
On introduit les symétriques pour la multiplication: 3, 3, 5, ..., appelés inverses. Ainsi que leurs sommes: 3+ 3 =%,...

Définition 1.7 : (Ensemble des nombres rationnels)

Les nombres ainsi obtenus sont de la forme 2 avec peZetqeN" ={1;2;3;...} et s'appellent nombres rationnels.

q
Lensemble des nombres rationnels est noté Q.

@={§‘(p;q)€ZXN*}




Définition 1.8 : (Corps (Q, +, x))
@r @, on peut définir soustraction et division. On dit que (Q, +, x) est un corps.

Ces nombres ne suffisent pas a décrire toutes les grandeurs que 1’on peut observer.

Exemple:
Considérons un triangle isocele rectangle de petit c6té de longueur 1.

Quelle est la longueur de I'hypoténuse? Le théoreme de Pythagore nous dit que x vérifie :
¥ =12+1%=2.

Or, propriété : cette équation ne posséde pas de solution rationnelle.

En effet, montrons cette propriété en raisonnant par I’absurde :

on suppose qu'il existe un nombre rationnel x € Q qui vérifie x* = 2.

Le nombre x peut s’écrire x = % avecpeZetqgeN*.

Quitte a diviser par leur PGCD, on peut supposer que p et g sont premiers entre eux (ils n’ont pas de facteur commun a part
D.

Alors x? = (5)2 = 5—2 =2,donc p? =24°.

On en déduit que p? est pair, et donc que p est pair, i.e. p =2k o1 k € Z.

Alors p? = (2k)? = 4k? = 2¢? (car p® = 24°).

En simplifiant : 2k? = g2, ainsi g est pair.

!Contradiction :2 estun facteur commun a p et g alors qu’on avait imposé p et g premier entre eux.

Conclusion : Il faut ajouter a4 @ les solutions d’équations polynomiales (a coefficients entiers), tels que v'2, V3, V7, V5, ...

Définition 1.9 : (Nombres algébriques)

Les solutions d'une équation polynomiale a coefficients dans le corps des rationnels @ sont des nombres appelés nombres

algébriques.

Représentation graphique : droite réelle

Définition 1.10 : (Nombres transcendants)

Si on pouvait représenter tous les nombres algébriques sur la droite, on verrait des trous : il manque des nombres. Ces

nombres s'appellent les nombres transcendants (ex: m, e = exp (1) = e, etc.).

Représentation graphique : droite réelle




1.2 Sommes et produits

Sommes

Définition 1.11 : (Somme d’une suite de termes)

Soient ay, ..., a, des nombres réels (n : nombre de nombres réels considérés, n € N*). La somme de ces nombres est notée

en utilisant le symbole £ de sommation :

n
Z ai=a+a+---+ay (i est un indice muet, i.e. on peut changer de lettre).
i=1

On lit « somme des termes a; lorsque i variede 1 a n ».

Propriété 1.12 : (Changements d’indices d'une somme)
On peut effectuer des changements d’indices. Lensemble des indices {1, ..., n} utilisé pour sommer les termes peut aussi

étre décrit par I'indice ¢ — 1, mais alors £ — 1 doit varier entre 1 et n, donc ¢ doit varierentre 1+ letn+1:

n n+1
Za,-zZag_l .
i=1 (=2

On dit qu’on a effectué le changement d’indice i = £ — 1 (ou encore ¢ = i + 1). Lors d'un changement d’indice, la lettre étant

muette, on peut garder la méme lettre dans le 2e symbole de sommation.

Exemple:

n—

1
Y aja=ai+-+ap.
j=0

n
2 ai=
i=1
Changement d’indice :
i=j+l = j=i-1
1<i<sn<<=0<j<n-1

De méme :
n n-1

! Y ai=ar++an = aptotar = Y an—g.
i=1 k=0

Propriété 1.13 : (Linéarité de la somme)

Soient ay,...,a, et by,..., b, des nombres réels (n € N*). Alors :

N

® i(dﬁbi):( ai)+(ib,-).
iz i=1 i=1

a; | |
1

n

n
|:I@ Si 1 € R, alors Z Aa;) = /1(
i=1 |

j= i

Preuve :

®

n
Y (ai+b;) = (a1 +by) + (a2 +by) +---+ (an + by)
i=1

(addition associative et commutative)

=(@+ax+--+ay)+(b1+--+by)




(2) Preuve par récurrence sur 'entier n € N*,

Initialisation: Pour n=1ona:
et

La propriété est vraie aurang n = 1.

n+1
Y (Aai) = Aay +-++Aay) + Aapa
i=1

Exemple :
(D Lestermes ay,...,a, sontconstants: a; =az=---=ap=aouacR.

n n
Y ai=) a=a+a+---+a=n-a|
P - —

n fois

n+1

Yai=y o=l

X | #Y)

n
(® On veut calculer Z k(e a=1,...,a,=n).
k=1

n
Notons S;, = Z k.
k=1
On avuque

n
Sp=) k=1+2+-+n
k=1

Par changement d’indice on a aussi que :

n—-1
S,,—Zk Z(n—z)-Z(n k).
Ainsi :

28,=8S,+S;,

(e[

k=1 (

chgt d’mdlce ( Z k) (Z (n—0+ 1))
/=1
n n
=) k+ Z n-k+1)
k=1 k=1

factoris. 1 ntl
=AM Y ai|+ana | =AY ail.
i=1 i=1

(@ Onsuppose que la suite ay, ..., a, est en progression géométrique, par exemple a; = p

Hérédité : On suppose la formule vraie au rang n > 1. Montrons qu’elle est encore vraie aurang n+1:

k.



n
PR L™ (k4 (n—k+1))
k=1
n
=) (n+1)
k=1
n
=(n+1)( )z(n+1)-n.
k=1
Donc
25,=(n+1)n
d’ou
” nn+1)
k = S =
L. k; " 2
Produits

Définition 1.14 : (Produit d’'une suite de termes)

Soient ay, ..., a, des nombres réels. Le produit de tous ces nombres est noté :

n
Hai:al Xazx...xan:alaz...an .
i=1

On lit : « produit pour i variant de 1 jusqu’a n des termes a; ».

Propriété 1.15 : (Changements d'indices d’'un produit)

La encore, I'indice i est muet : on peut utiliser toute autre lettre non déja employée. On peut également changer d’indice :

n-1
:l_[a€+1 (k=£+1@€=k—1)
=0

n n
[Tai=]]ax
i=1 k=1

Exemple :

n
‘l Il n’existe pas de formule explicite (i.e. fonction de n) qui permette de calculer H i=1x2x---%xn.
i=1

Définition 1.16 : (Factorielle)
Soit n € N.

On utilise alors la notation factorielle définie par :

n
n!:Hi:lex-~-xn et 0=1]|
i=1

Définition 1.17 : (Coefficient binomial)
SoitneNetke{0;...;n—1}.

On appelle coefficient binomial le nombre de combinaisons de k éléments parmi n défini par

!
(Z) =ck= m (ancienne notation : C¥).

Exemple :
Par convention, on pose 0! = 1. Alors :

n| n! _ n! —1 n| n! _n!_1
0] om-0! 1-n nl nm-n! n



Propriété 1.18 : (Formule de Pascal)
SoientneN*etke{0;...;n—1}L

Alors :

)

Preuve :
Exercice 1 du cours.

Exemple :
On peut calculer les nombres de combinaisons successifs grace au triangle de Pascal :
n=1 1 1
n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
I:' n=5 1 5 10 10 5 1

Propriété 1.19 : (Formule du binéme de Newton)

Soient a et b deux réels, et n € N*.

Alors :
" n
|:I (a+b)" = Z akpk
=0 \k
Preuve :

Preuve par récurrence sur I'entier n € N*.

ler

Initialisation : démontrons la formule au 1* rang n = 1.

On a d’une part,

(a+b)"=(a+bh)'=a+b

D’autre part,

n 1 1 1
> (Z)akb”_k: > (k)akbl_kz (0)a0b1+(1)a1b0=1-1-b+1-a-1=b+a=a+b




Hérédité : On suppose la formule vraie au rang 7, il faut la démontrer au rang n + 1.

(@a+b)™ ' =(a+b)"*x (a+b)

(HzR] (Xn“ (Z)akbn_k) (a+b)

k=0

g

O Y LA P
= a“"'b + Z a“b .
i=o\k i=o\k

Onisole les termes extrémes de la premiere somme et les termes extremes de la deuxiéme somme, puis on combine les

deux sommes en une seule somme en changeant 'indice de la deuxiéme somme :

n\ k,n+l-k
a‘b
1(k)
n

chgt £=k-1 "il (n)a£+lbn—!+ bty (”) akpni-k
=o\¢ iz1\k

(a+b)"* = i (n)ak“b"_k+ (n)aobr“rl £y
i=o\k 0 k

1
(indice muet) ni (”) aktlpn=k L pn+l 4 i (”) akpn+i-k
k=0 k k=1 k

n-1 n n n—-1 n
— Z ak+1bn—k+ anbn+1—n+bn+1 + Z akbn+1—k
izo\k n iz \k

(dans la 2e somme, k= n: a"b')

HER

Pas:calnz_:1 n+l {,Zk+lbn_k+ n+l a4 n+l p'ttl
k+1 0

n-1
:an+1 +bn+1+ Z
k=1

akbn+1—k+an+1+bn+1

=0 n+1
chgté::kJrlzn: n+1 Ay n+1 e n+1 pr+l
=104 n+1 0

n+1 n+1 ¢
- a bn+1—€_

_lg’lest la formule du bindme aurang n+1.

10



1.3 Relation d’ordre dans R

Définition 1.20 : (Relation d’ordre < surR)

Lensemble des nombres réels est muni d'une relation d’ordre < qui possede des propriétés :
a) Réflexivité : tout nombre x € R vérifie x < x.

b) Anti-symétrie: si x et y sont deux réels qui vérifient x < y et y < x, alors x = y.

c) Transitivité : soient x, y et z trois réels tels que x < y et y < z, alors x < z. Dans ce cas, on note x < y < z.

Exemple :
_lglll utilise b) : pour démontrer que x = y, il suffit de prouver les doubles inégalités x < y et y < x.

Représentation graphique.
On représente ’ensemble des réels par une droite orientée.

On a que x < y sile point d’abscisse x sur la droite est a gauche du point d’abscisse y.

A
Y

Propriété 1.21 : (Relation d’ordre total deR)

Larelation < est une relation d’ordre fotal : on peut toujours comparer deux réels :
VxeRVyeR, x<youy<x

Propriété 1.22 : (Comportement des inégalités par rapport aux opérations)

On a les regles suivantes :

a) On peut toujours additionner 2 inégalités :

si a; < by et ay < by,

alors aj+a; < b1+by

Ab) On peut multiplier une inégalité par un nombre positif :

si a<bet0<A,

alors Aa<Ab

Si on multiplie une inégalité par un nombre strictement négatif, elle A change de sens A\ :

si a<bet 1<0,

alors Aa>Ab

En particulier, si a < b alors —a > —b.

c) Inverse:

si 0<x

1

|:| alors 0< —
y

11



Conséquences :

Propriété 1.23 : (Majoration et minoration d'un quotient)
Soient a et b deux réels strictement positifs.
a
On souhaite majorer la fraction > (majorer : trouver un nombre qui soit plus grand ou égal).

11 faut majorer le numérateur a et minorer le dénominateur b :

Si O<a<ad et0<b <b,

a _a
alors 3 < v
. . a . . .
g)ur minorer la fraction 3’ il faut minorer a et majorer b.
Exemple :
Soit x unréel, avec 1 < x < 2.
. X+
On veut majorer
2x—
Ona
2<x+1<3
1<2x-1<3
Donc
x+1 < 3 3
2x—-1 1
g‘n’est sans doute pas le « meilleur » majorant possible (i.e. le plus petit).

Droite numérique achevée

Définition 1.24 : (Partie majorée, Majorant)
Soit A < R une partie de R (un sous-ensemble de nombres réels).

On dit que A est majorée par le réel M € R si tous les éléments de A sont inférieurs ou égauxa M :

Vac A a< M.

_IEIII dit que M est un majorant de A.

Exemple:
|_I£|: [0; 1[ est majorée par 2.

Propriété 1.25 : (Stabilité par augmentation des majorants)

Si M est un majorant de A et si M < M’, alors M’ est encore un majorant de A.

Définition 1.26 : (Partie minorée, Minorant)

Soit A c R une partie de R.

On dit que A est minorée par le réel m € R si tous les éléments de A sont supérieurs ou égauxa m :

Yae A a>m.

gn dit que m est un minorant de A.

12



Exemple :
|_I£|: [0; 1[ est minorée par —1.

Propriété 1.27 : (Stabilité par diminution des minorants)

Si m est un minorant de A et si m’ < m, alors m’ est encore un minorant de A.

Définition 1.28 : (Partie bornée)

Une partie A est dite bornée si elle posséde un majorant et un minorant :

|:I AmeR, AMeR, Vae A, m<a< M.

Exemple :
(D Rn’est ni majoré, ni minoré.

(@ [0; 1[ est minoré par —7 et majoré par 25 donc [0 ; 1[ est bornée.

! (® 1—o00; 5[ est majoré par 8 mais n’est pas minorée, donc ] — oo ; 5[ n’est pas bornée.

Définition 1.29 : (Droite numérique achevée)
On ajoute a R deux éléments (qui ne sont pas des nombres) :

(D +oo:un élément plus grand que tous les réels.
(2 —oo:un élément plus petit que tous les réels.
On appelle droite numérique achevéel’ensemble obtenu en ajoutant a R ces 2 éléments :

R = {—00} UR U {+00}.

A\Notation toutefois ambigué, car la barre signifie généralement « complémentaire » en théorie des ensembles, ou «

ghérence » en topologie. Ce qui n’est pas le cas ici! A\

Propriété 1.30 : (Caractérisation de la relation d’ordre < surR)
Soient a et b deux nombres réels.
On suppose que, pour tout réel € >0 (¢ : epsilon) ona a < b+¢. Alors a < b.

En écriture formelle :

|:I (Ve>0,a<b+¢e) = (a<b)

Preuve :

Preuve par I'absurde.
On suppose que Ve >0, a < b+ ¢ et b < a. (voir cours de logique sur U'implication en cours d'algébre)

a-b
Posons 1 = - > 0. Alors :

-b +b b
b+n=b+ a—v_a =2 + — (C’estle milieu du segment [b, a].)
2 2 2 2
Par hypothése, commen>0:
a+b a b
a<b+n=——=—+-.
2 2 2
Donc
a b
a-—< —
2 2




donc

d’ ol

Absurde, car on a supposé b < a.

Donc I'’hypothese de départ est fausse.

N
/N
NS

a<b

Donc sa négation qui est ce qu’on cherche a démontrer est vraie :

l:: Ve>0,a>b+e = a<b

Exemple :

Intervalles de R

On se donne deux réels a et b avec a < b.

Définition 1.31 : (Intervalles deR)
Intervalle fermé borné (compact) :

Intervalle ouvert borné :

Intervalles semi-ouverts / semi-fermés :

Intervalles non bornés ouverts / fermées :

]—o0jal={xeR|x<a},

|:| |-o0;al={xeR|x< a},

Propriété 1.32: (Intersection d’intervalles)

Lintersection de 2 intervalles est un intervalle.

Propriété 1.33 : (Réunion d'intervalles)

Lunion de 2 intervalles n’est pas toujours un intervalle.

14

A\Si on suppose que Ve > 0, a < b + ¢, alors on peut seulement conclure que a < b. /A

gemple:soientazsz.Poure>O, onabien0=a<e=>b+emaispourtant0=a << b=0.

[a;b]={xeR|a<x< b}

la;bl[={xeR|a<x<b}

la;bl={xeR|a<x < b}

[a;b[={xeR|a<x<b}

la; +oo[={x€eR| x> a},

[a; +oo[={xeR| x> a}.



Exemple :
I=]0;1];J=12;3[.Alors TuJ=]0; 1]U[2; 3[n’'est pas un intervalle.

En revanche, la réunion de 2 intervalles ayant au moins un point commun est un intervalle.

1.4 Valeur absolue

Définition 1.34 : (Valeur absolue)

Soit x € R.

On appelle valeur absolue de x le nombre noté | x| défini par

x six=>0,

[x| =
—-x six<O.

Propriété 1.35 : (Courbe représentative de la fonction valeur absolue)

La fonction x — |x| admet pour graphe un « V » et d’axe de symétrie I'axe des ordonnées.
La courbe représentative de la fonction valeur absolue dans un repere orthonormé est formée de deux demi-droites

perpendiculaires se coupant a I'origine du repére.

4 4
3 4
Cf
2 |
1 |
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ X

I:| -4 -3 -2 -1 1 2 3 4

Propriété 1.36 : (Propriétés de la valeur absolue)

Soient x et y deux réels.
a) |—x|=|x|. d) Inégalité triangulaire: |x + y| < |x|+]y|.
b) |x-yl=Ix|-lyl. e) |Ixl-Iyl| <lx-yl.
©) Siy#0 f'_ﬂ

)

Exemple :

Pour d) en général, il n'y a pas égalité :
six=2,y=-1,alorsx+y=1.Donc|x+yl=|1]=1.
Mais |x|+|y|=2+1=3.

Donc il n'y a pas égalité.

15



Preuve :
e Onax=(x—y)+y.
Par inégalité triangulaire :

x| =1(x=y)+yI<lx=yl+1yl,

lxI =1yl < lx=yl.
Par symétrie (on échange les roles de x et de y), on obtient
yl=lxI<ly-xl=1-(x=y)I=lx=yl

Enfin, si |x| < |yl, alors ||x] = |yl| = Iyl = x| < |x = yl.
Si |yl < x|, alors ||x| = yl| = x| — |yl < |x = yl.

Dans tous les cas,

[ [1xI =1yl <1x—yl.

Propriété 1.37 : (Généralisation de l'inégalité triangulaire)

Soient xy,...,x, des réels.

Preuve :

(Preuve en exercice par récurrence sur n > 1.)

Définition 1.38 : (Distance sur la droite des réels)

Pour deux réels x et y, on appelle distance (sur la droite des réels) entre le point d’abscisse x et le point d’abscisse y la

valeur |x — y/.

siy<x x—y=lx-yl
y x

Propriété 1.39 : (Distance a zéro)

En particulier, |x]| est la distance du point d’abscisse x a |'origine.

si0< x x-0=lx|

e
=0

six<0 0—x=lx|

=0
e

16



Définition 1.40 : (Boule fermée)

On définit la boule fermée de centre c € R et de rayon r € R} (rappel : R} =]0,+oo[) de la fagon suivante :

|:. Be(c; n={xeRl|x—cl<r}=[c—r;c+rl

Preuve :

Preuve de la derniere égalité « Br (c; 1) = [c—1; ¢+ 7] » qui est une propriété et non une définition :
Soit x€ By (c; r). Donc |x—c| <.

Six>c |x—-c|l=x—-c donc |x—c|<r < x-c<r x<r+c

< <r =
Six<c |x—-c|l=c—x donc |x—c|<r<<=c—-x<r<c-r<x
Finalement |x—c|<r < c—-r<x<r+c < x€lc—r; c+r]

AinsiBf(c,r):{xE[RIIx—clgr}:[c—r; c+r]

c—r c c+r

Définition 1.41 : (Boule ouverte)

On définit la boule ouverte de centre c € R et de rayon r € R} de la fagon suivante :

Bo(c;r)={xeR||x—c|<r}=lc—r;c+rl.

Preuve :

Méme preuve que précédemment mais avec des inégalités strictes.

Propriété 1.42 : (Inégalité et valeur absolue)

Soient xe Ret r € R. Alors :

x| <r < -r<x<r
Preuve :
x|<r = [x-0|<7r = 0-1<x<0+7r < —-r<x<r
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1.5 Bornes inférieures et supérieures

Définition 1.43 : (Maximum d’une partie)
Soit A c R une partie de R.

On dit que M est maximum dans A si:

M est un majorant de A,

MEeA,

Autrement dit si :
Vae A a< M,

M e A.

S’il existe, le maximum de A se note max A.

S’il existe, le maximum d’'une partie est encore appelé plus grand élément de cette partie.

Preuve :

Supposons que A c R posséde un maximum.
Soit M un majorantde A:Vae A, a<< M.

En particulier, comme max A € A, on obtient max A < M.

ﬁ(‘)nclusion :le maximum de A (s'il existe) est le plus petit des majorants de A.

Propriété 1.44 : (Unicité du maximum)

S’il existe un maximum de A4, il est unique.

Preuve :
Soient M; et M, des maxima de A.

Comme M; est un majorant de A et que M € A, ona My < M;.
De méme, comme M) est un majorant de A et que M; € A,ona M; < Mp.

gr anti-symétrie, M} = M.

Exemple:
D A=10; 1]:1 estun majorant de [0,1] et 1 € [0; 1], donc max[0; 1] existe et max[0; 1] = 1.

(@ A=10; 1[: 1 est (toujours) un majorant de A, mais 1 ¢ A, donc 1 # max A.
Montrons que A n’a pas de maximum par ’absurde : on suppose que A admet pour maximum M.

Donc:
Yael0; 1, a< M,

Me[0; 1[.

1
Soit ¢ = etmontronsque ce [0; 1[:

M
OnaMe[0;1[> M>20—=> M+1>21 = c= >

M+1 2
OnaMe[0;1[=m M<1 = M+1<2 = c= > <-=1.

Conclusion:ce€[0; 1.
M+1
2

Or M est un maximum de [0; 1[ par hypothése donc c < M < <M—= M+1<2M < M2>1.

Ce qui contredit 'hypothese M € [0; 1].

18



Donc la supposition « A admet pour maximum M » est fausse et par conséquent sa négation « A n'a pas de maximum

! » est vraie

Définition 1.45 : (Minimum d’'une partie)

On définit de méme la notion de minimum :

m est minimum de A si

m est minorant de A,

meaA,

Autrement dit si:

VYae A, m<a,
me A.

S’il existe, on le note min A

! S’il existe, le minimum d une partie est encore appelé plus petit élément.

Preuve :

Méme preuve que pour le maximum.

De la méme facgon, s'il existe, le minimum de A est le plus grand des minorants.

Propriété 1.46 : (Unicité du minimum)

|!L0rsqu'il existe, un minimum de A est unique.

Preuve :
Méme preuve que pour le maximum.

Définition 1.47 : (Bornes inférieure et supérieure)
Soit AcR.

— S’il existe, le plus petit des majorants de A est appelé borne supérieure de A et noté sup A (supremum).

|:I— S’il existe, le plus grand des minorants de A est appelé borne inférieure de A et noté inf A (infimum).

Propriété 1.48 : (Coincidence des extrema et bornes)

Si A possede un maximum, alors A possede une borne supérieure et max A = sup A.

! Si A possede un minimum, alors A possede une borne inférieure et min A = inf A.

Propriété 1.49 : (Caractérisation de la borne supérieure)

Soient A < R une partie non vide et M € R.

VaeA a<M (@
! M=supA <—
Ve>0,3da. € A, M—e<a. (b)
(M-¢) M
Igl
1 1
A rot
1 1
1 1
1 L >
(273
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Preuve :

On suppose que A admet M comme borne supérieure.
Donc d'une part, M est un majorantde A:Vae A, a< M. |(a) estvérifiée
D’autre part, soit € > 0.

Ona M —¢e < M, donc M étant le plus petit des majorants de A, M — £ n’est pas un majorant de A. On a donc:
non (VaeA a<M-¢) — 3Fa.€A, a.>M-—¢ | (b)estvérifiée

On suppose (a) et (b) vérifiées.

11 faut montrer que sup A existe et sup A = M.

(a) signifie que M est un majorant de A.

Pour démontrer que M = sup 4, il faut prouver que si M’ est un majorant de A, alors M’ > M.
Par 'absurde :

supposons M’ est un majorant de A et M’ < M. Donc M — M' > 0.
Posons e =M - M' > 0.

(b) affirme qu'il existe a. € Atel que M — € < a,.

Donc il existe a, € Atel que M — (M - M') < a,.

Donc il existe a. € A tel que M’ < a.

Contredit le fait que M’ soit un majorant.

Donc 'hypotheése « M’ est un majorant de A et M’ < M » est fausse.

Donc la négation « si M’ est un majorant de A, alors M’ > M » est vraie.

gltrement dit, M =sup A.

Exemple :
X
On veut calculer sup{ —, xR} }
1+x X
Cherchons un majorant de A = {T, x> O}.
X
On a bien siir x < 1+ x. Dongc, en divisantpar 1+ x>0

X *
— <1, VxeR].
1+x

Par conséquent, 1 est un majorant de A.

x 11
I+x X 1+1 B 1+
Montrons que 1 =sup A. Le point (a) est déja prouvé.

On note aussi que

Démontrons le point (b) : on fixe € > 0 (arbitrairement choisi).

On cherche x; >0telque 1 —¢e <

+ X0
On cherche a résoudre :

Xe

l-¢e< = (1-&)(1+x)<xe (carl+x.>0)

€

= 1+ X, —€—€Xe < X¢
= l-e<X;—X+EX¢
= l—€e<éexe

1-¢
= X, >—— (care>0)
£
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2(1-¢)
£

sie<]l,
Choisissons x; =

1 sinon.

Alors x; >0 et x; > 1;,
Xe
1+ %
On abien montré: Ve e R}, Ix, >0,1-¢<

doncl—-e<

1+x¢
ga qui prouve que 1 est le plus petit des majorants de A, ou encore 1 = sup A.

On a le théoreme suivant qui est un résultat important et qui est souvent appelé le théoreme fondamental a la base de la

construction de R :

Théoréme 1.50 : (Théoreme de la borne supérieure)
Soit AcR.

Si A est une partie non vide de R et majorée, alors A posséde une borne supérieure.

gltrement dit, il existe un plus petit majorant de A.

Corolaire 1.51 : (Théoreme de la borne inférieure)
Soit AcR.

Si A est une partie non vide de R et minorée, alors A possede une borne inférieure.

gtrement dit, il existe un plus grand minorant de A.

Propriété 1.52 : (Caractérisation du maximum)
Soit A # @ une partie de R majorée. Alors :
Aposséde un maximum <= sup A€ A
Propriété 1.53 : (Caractérisation du minimum)
Soit A # @ une partie de R minorée. Alors :
A posséde un minimum <= infAe A

Propriété 1.54 : (Existence des extrema pour les ensembles finis)

Si A est une partie finie non vide de R, alors A posséde a la fois un maximum et un minimum.

Propriété 1.55 : (Existence du minimum dans N)

Si A est une partie non vide de N, alors A posseéde un minimum.

Propriété 1.56 : (Existence du maximum dansN borné)

Si A est une partie non vide et majorée de N, alors A posséde un maximum.

Exemple :
|!Les propriétés et sont des conséquences de la construction de N.
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1.6 Propriété d’Archimede et ses conséquences

Propriété 1.57 : (Théoreme d’Archimede)

Lensemble des réels est archimédien, c’est-a-dire :
Ve>0,VxeR, dneN, ne > x.

(e :longueur de pas; n:nombredepas; ne>x:apresnpasde e, on dépasse x.)

gtrement dit : en ajoutant un nombre fini de fois la plus petite valeur, on finira toujours par dépasser la plus grande.

Preuve :

Par 'absurde.

On suppose e >0,IxeR, VR eEN, ne < x.

Soit A c Rla partie de R définie par A = {ne, neN}.

A est non vide puisqu’en prenant n = 0, on obtient 0 € A.

De plus, A est majorée par x.

Donc par le théoreme de la borne supérieure, A posséde un plus petit majorant M = sup A.

Soit n €N (quelconque). Onan+1€N,donc (n+1)ee€ A, doti (n+1)e < M, ce quidonne ne+¢e < M,i.e. ne < M—e.

Onaprouvé que VneN, ne < M —e¢.

gotl M — € est un majorant de A, or M — & < M (car € > 0), ce qui contredit M = sup A.

Propriété 1.58 : (Existence de la Partie entiere)

Soit x un nombre réel quelconque. Il existe un unique entier n € Z tel que

n<x<n+l < xen;n+l.

Définition 1.59 : (Partie entiére)

Lentier n de la propriété|1.58|est appelé partie entiere de x et est noté E (x) ou |x].
La fonction partie entiére E est alors définie par :
E: R — R
x — n=E(x)

On dit que c’est une fonction en escalier car son graphe est le suivant :
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y
3
2 —O
|
|
|
1 ——O
o x
-3 -2 -1 1 2 3
——1O
0 -2
|
|
|
——O -3
Exemple :
] =3, [-1/3]=-1.
Interprétation géométrique :
ns=x<n+l1
[ O
[ | [
L | L
n x n+1
=E(x) =E(x)+1

Preuve :

On prouve la propriété|1.58]:

Unicité : supposons que 7 et m sont deux entiers qui vérifient

n<x<n+l,
m<x<m+1.

Par transitivité, n < x<m+1,
doncn<m+1,

i.e. (car n,me 7).

Par symétrie (onaaussim< x<n+1),

on obtient avec le méme raisonnement .

Doncm<n<m

Conclusion: m = n.

Existence :

Casoitx>0:

On applique la propriété d’Archimede avece =1 et x : il existe ne N telque n-1 > x, i.e. n > x.
Par conséquent, A = {k € N | k > x} est une partie de N non vide (puisque 7z € A).

Ainsi, A possede un minimum noté m. Alors m € A, donc m > x.

D’autre part, m—1¢ A,donc m—1< x.
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Posons / =m—1.Alors € Z et

l=m-1<x<m=/¢+1,

doncl/<x<?l+1.
Casontx<0:
D’apres le 1¢" cas, puisque —x > 0, il existe £ € Z tel quel < —x < ¢ +1.
— Si—x=/,alorsx=—f,et—¥¢<x<—-¢+1.
— Si¢<—-x<?¢+1,enmultipiantpar—-1: -¢—-1<x<-¢.Onpose L=—¢—-1€Z.AlorsL=—-¢—-1<x<—-¢=L+1,
douL<x<L+1.
E‘lrésumé, dans tous les cas, on a trouvé un entier k€ Z tel que k < x < k+ 1.

Définition 1.60 : (Partie fractionnaire)

Soit x un réel.

On appelle partie fractionnaire de x le nombre noté {x} :

|:I {x}=x-E(x)€]0,1].

Elle est périodique de période 1 et prend ses valeurs dans [0, 1].

y
1
// // v )
X
-3 =2 -1 3

— Forme en dents de scie : chaque palier est un segment de pente 1 (= coefficient directeur).

Propriétés graphiques:

— Périodicité : le motif se répéte tous les 1 unité sur I’axe des abscisses.
— Discontinuités : sauts verticaux en chaque entier k € Z (valeur qui retombe a 0).

— Ensembleimage : {x} € [0; 1[ pour tout x € R.

Corolaire 1.61 : (Corollaire d’Archimeéde)
Soit € > 0.

Il existe un entier n € N* tel que
1
0<—<e.
|=, n
Preuve :

1 1

Soit m = E(—) eN (car — > 0).
€ €

Par définitionde E(-) :

1
m<—<m+l.
€

Alors € >

1
1.Ilsufﬁtdeposern:m+1€l\|*:
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Propriété 1.62 : (Densité de Q@ dans R)
Lensemble des nombres rationnels (Q) est dense dans R :
soient x et y deux réels quelconques tels que x < y, alorsil existe re Qtelque x <r < y.

Autrement dit, I'intervalle ] x, y[ contient un nombre rationnel.

Preuve :

Soient x et y deux réels.

On cherche pe Z et g e N* tels que x < Z <y, cest-a-dire xg < p< yq.

Lemme 1.63 : (Existence d'un entier dans un intervalle de longueur strictement supérieure a 1)

Soient a et b deux réels tels que a < b.

Sil < b-— a, alors il existe un entier k € |a, bl[.

Preuve :

Soient a et b deux réels tels que a < b telque 1 < b—a. Donc a+1 < b. Soit k = E(a) + 1 (k est donc un entier).
Par définition, E(a) <a<E(a)+1, doncE(a)+1<a+1 etdonca<k<a+l.

Et puisque a+1 < b, on obtient a < k < b, donc k € ]a, b|.

Retour ala preuve de la densité.
1" étape : On peut trouver pe Z tel que gx < p < gy.

D’apres le lemme, il suffit de prouver que gy — gx = q(y - x) > 1.

Cherchons g € N* tel que ¢ (y — x) > 1, c’est-a-dire g > (avec y — x> 0).

y—x
11 suffit de prendre

1
=E[—|+1eN".
g (y_x)+ e

1
En résumé, on prend g = E(—) +1eN*. Alors
y

qy—-4qx>1.

_B’laprés le lemme, il existe p €]gx, gy[, d'olt x < Z <y.
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Chapitre 2

Fonctions réelles d’'une variable réelle

2.1 Généralités sur les fonctions

Définition 2.1 : (Fonction réelle d’'une variable réelle)

Une fonction réelle d’une variable réelle est 1a donnée de 3 éléments :
— D cR:un ensemble de départ (ou ensemble de définition si tous les éléments possédent une image) de la fonction,
— AcR:un ensemble d’arrivée,
— x+— f(x) : une relation qui a tout élément x € D de '’ensemble de départ associe au plus un unique élément y de
I'ensemble d’arrivée, appelé image de x par f et noté f (x).

En général, f (x) est donné par une formule ol intervient la variable x.

On note dans ce cas :

D—A f: D — A
f: ou
x— f (%) x — [

Si tous les éléments de D ont une image dans A, on dit que la fonction est une application.

AQuand on change D ou A ou larelation qui a x associe f (x), on change de fonction. /A

Exemple :
Soient f1, f> et f3 définies par :

fir: R — R L R — [-1;1] 3 0;2n] —  [-1;1]

X +— cos(x) X +— cos(x) X —  CcOos(x)

gf f> et f3 sont 3 fonctions distinctes.

Définition 2.2 : (Graphe d’'une fonction)
On appelle graphe d’une fonction f : D — Al'ensemble des couples tels que

|- Gr={(x; f) | xeD}.

ANAAAANANANAANAAAANANANAANAAANANANANAANAANAANANANAANAANAAANANNANAANAAANANANNAANAANAAANANN /N

Quand on munit le plan d’un repére (en général orthonormé), on associe au graphe ¢ une courbe représentative de f,

notée 6, en représentant dans le plan les points dont les coordonnées sont dans ¥r.
Par abus de language, on appelle souvent la courbe représentative 6 le graphe %, méme si ce n’est pas rigoureusement

correct. Il est important de noter que 6y et ¢ sont deux ensembles distincts, bien que souvent confondus.

%6 est un sous-ensemble du plan et 4 est un sous-ensemble de R2. 1l est important de bien comprendre la différence entre
ces deux concepts pour éviter des confusions.

6 est un ensemble de point géométrique et 4 est un ensemble de couple de réels.
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2.2 Injections, surjections, bijections

Définition 2.3 : (Antécédent)
Soit f : D — A une application.

Doncsi x € D, f(x) est!'image de x par f.

Soit y € A, on dit que x est un antécédent de y par f si f (x) = y.

Exemple :
—2 est un antécédent de 4 par 'application
f: R — R
X — X
Définition 2.4 : (Application injective)
Lapplication f: D — A est dite injective si tout élément de 'ensemble d’arrivée A possede au plus un antécédent par f.

Cela revient a dire que deux éléments distincts x; et x, de D ont deux images distinctes :

Vx1€D,Vx2€D, x1#XxX = f(x1)#f(x2).

gn dit alors que f est une injection.

Propriété 2.5 : (Critere d’injectivité)
Soit f : D — A une application injective.

Par contraposée, ceci est équivalent a :

Vx1e€D,VxpeD, f(x1)=f(x2) = x1=2x0.

Graphiquement, une application est injective si toute droite horizontale coupe le graphe de la fonction f en au plus un point.

Exemple :
La fonction définie par : La fonction définie par : Mais la fonction définie par :
h: R — R exp: R — R g R — R
x — x8 x — eF x — x°
est injective. est injective. n’est pas injective car 2 et —2 ont
y la méme image.
y
X S W S S
O /
X
X
-2 2
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Définition 2.6 : (Application surjective)

Lapplication f: D — A est dite surjective si tout élément de I’ensemble d’arrivée A possede au moins un antécédent par

l'application f :
VyeA IxeD, f(x)=y.

Graphiquement, dire que f: D — A est une surjection, c’est dire que les droites d’équation y = a avec a € A intersectent en

au moins un point la courbe représentative de la fonction f.

Exemple :
La fonction définie par Mais la fonction définie par
h: R — R exp: R — R
x — x8 x — e*
est surjective. est non surjective : il n’existe pas

de réel x tel que e* = —1 car e* €

R:.

L

Définition 2.7 : (Application bijective)

Autrement dit, cela signifie que f est a la fois injective et surjective.

On note parfois :

|:I VyeA AxeD, f(x)=y.
Exemple :
La fonction définie par Mais la fonction définie par
h: R — R exp: R — R
x — X3 x — e
est bijective. est non bijective.

(=

Définition 2.8 : (Application réciproque)
Soit f : D — A une bijection. Soit y € A.

On définit ainsi une application g (unique antécédent de y par f) comme suit :
g: A — D

y — g

gpplication inverse % A).
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En revanche, la fonction définie

par
F: R — R

x — e

est surjective. Si y > 0, un antécé-
dentde y par F est x =Iny. En ef-

fet, eV = -

Lapplication f: D — A est dite bijective si tout élément de A posséde un unique antécédent par f.

En revanche, la fonction définie

par
F: R — RI

x — e

est surjective et injective, c’est

donc une bijection.

Comme y posséde un unique antécédent par f, onle note g(y). Ona g(y)e Det f(g(y)) =y.

Cette application est appelée application réciproque de I'application f et (parfois) notée f~! (/\risque de confusion avec



Exemple :

La fonction définie par

F: R — R}
x — e

est une bijection.

L

Sa réciproque :

Propriété 2.9 : (Interprétation graphique de la réciproque)

Son application inverse est :

X — —_— =

ex
/Aa ne pas confondre avec la réci-

proque de F A\

Le graphe de la réciproque f~! d’une bijection f s’obtient en prenant le symétrique du graphe de f par rapport a la droite

d’équation y = x.

Exemple :
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2.3 Image directe, image réciproque

Définition 2.10 : (Image directe)
Soit f : D — A une application (D cR, AcR).

Soit C c D une partie de 'ensemble de départ.
On appelle image directe de C par f 'ensemble des valeurs prises par f (x) lorsque x parcourt C.

On note cet ensemble f (C) :

|:I fO={f®), xeCl={fx) |xeC}={yeA|IxeCy=f(x)} c A
Exemple:
Soit la fonction définie par y
f: R — R
x — x?
4T
Si C =[-1;2], alors f (C) = [0;4]. |
| FU=1;2) =[0;4)
: L
L 1
L o :

Exemple:
(D Soitye AetCcD:ye f(C) < IxeC, y=f(x).

|:I@ f: D — Aestsurjective si et seulement si f (D) = A.

Définition 2.11 : (Image réciproque)
Soit B c A une partie de I'ensemble d’arrivée.

On appelle image réciproque de B par f 'ensemble des antécédents par f des éléments de B.
On note cette partie f~! (B) :
!B ={xeD|f(x)eB}.

Ainsi, pour x€ D :

[ xef1(B) = fx)eB

ANe pas confondre Pimage réciproque d’une partie f~! (B) (qui existe méme si f n’est pas bijective) et I'application

réciproque f~! (qui n’existe que si f est bijective). A\
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Exemple :

Soit la fonction définie par

fi R — R

X — x?

Si B=[-2;1],

alors f1(B)=]-11[

(=

Propriété 2.12 : (Caractérisation de lUinjectivité par I'images réciproques des singletons)

B=1[-2;1]
i =1-11]
I
[ x
-1

f: D — Aestinjective si et seulement si, pour tout élément y € A, f~! ({}) est soit 'ensemble vide soit un singleton.

Preuve :

Donc

Notons y = f (x1) = f (x2).
Alors x1 € f71 (1)) et xp € 71 ({3}).

Par conséquent, x; = x».

Supposons que f est injective. Soit y € A.

— Siaucun élément de D n’a pour image y, alors f~1 ({y}) = @.

Montrons qu’il ne contient qu’'un seul élément.

Soient x; € £~ ({y}) et x2 € 71 ({1}).

xef ' ({y) = f=y

pefH (W) = fad=y

fx) = f(x2)

Par injectivité de f, on en déduit que x; = x,.

Ainsi, f~! ({y}) contient au plus un élément, ¢’est donc un singleton.

D’apreés 'hypothese, f~! ({y}) est soit vide soit un singleton.

Comme il contient au moins x1, il n’est pas vide, donc c’est un singleton :

On a montré que Vxi,xz € D, f (x1) = f (x2) = x1 = X2, donc f est injective.
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— Sinon, il existe x € D tel que f (x) = y,donc x € f -1 ({ y}) et ’ensemble est non vide.

Réciproquement, supposons que pour tout y € A, f~! ({}) est soit vide soit un singleton.

Conclusion : On a montré I'implication et sa réciproque. Donc on a montré ’équivalence.

Soient x; € D et x» € D tels que f (x1) = f (x2). Montrons qu’avec les hypotheses on a nécessairement que x; = x».

xiefH () et e () = £ =l et fH () =) = (1) = ) = {x)



2.4 Opérations sur les fonctions

Propriété 2.13 : (Opérations sur les fonctions)

Soient f: D — Ret g: D — R deux applications ayant le méme ensemble de définition.

On définit les applications :

Af: D — R f+g: D — R f-g2 D — R
x — Af(x) x — fx)+gx) x — fx-gH

(avec A € R)

Si pour tout x € D, f (x) # 0, on définit 'application inverse :

—: D — R
L S
f(x)

Propriété 2.14 : (Continuité des opérations sur les fonctions)

Si f et g sont continues sur D, alors Af, f + g, f - g sont encore continues sur D.

. , 1 .
gde plus f ne s’annule pas sur D, } est continue sur D.

Propriété 2.15 : (Dérivabilité des opérations sur les fonctions)
Si f et g sont dérivables sur D, alors Af, f + g, f - g sont encore dérivables sur D.

De plus:

Ar) =Af"| |(f+g)=r+8| |(f-g=rg+rg

Si f ne s’annule pas sur D alors :
1 / fl
L (f) G

Définition 2.16 : (Application identitée)
Soit D cR.

On appelle I'identité sur D 'application notée Idp définie par :

Idp: D — D

X — X

C’est une bijection.

Définition 2.17 : (Application indicatrice)
Soit B c R une partie de R.

On appelle indicatrice de B la fonction notée 1p définie par :
I8: R — R

1 sixeB

X +—
I:' 0 six¢B
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Exemple :

1][12[2 R — R
1 silsx<2
X —

0 sinon

A\lp2 n'est pas continue en 1 eten 2.

=0
N @

La valeur absolue peut s’écrire avec des indicatrices :

[x] = 2+ 1[0, +00( (X) = X - Tj—oo,0{ (%)

Composition des applications

Définition 2.18 : (Application composée)

Soient f: D — Aet g: C — B deux applications.
On suppose que 'ensemble d’arrivée de f (i.e. A) estinclus dans ’ensemble de définition C de g.
Autrement dit, on suppose Ac C.

On peut alors définir 'application composée go f (lire « g rond f ») définie par:

gof: D — B
L x o (gef)@=g(f W)
Exemple :
Soient f et g définies par:
fif R — R g R — R
x — 2x+1 y — &

Alors qu’elle est I'expression de go f?
gof:R— Restdéfinie par:
VxeR,  (gof) 0 =g(f0)=g@x+1) = = .e= (") e

Donc

gof: R — R

x — (e9)%-e
Et qu’elle est 'expression de fog?
fog:R— Restdonnée par:
VXeR,  (fog))=f(gw)=F(e")=2e"+1

Donc

fog: R — R

x — 2e*+1

gl général, f o g # go f comme le montre 'exemple.
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Propriété 2.19 : (Continuité d’'une application composée)
Soient f: D — Aet g: C — B deux applications.

Si f est continue sur D et si g est continue sur C, alors go f est continue sur D.

Propriété 2.20 : (Dérivabilité d'un application composée)
Soient f: D — Aet g: C — B deux applications.

Si f est dérivable sur D et si g est dérivable sur C, alors go f est dérivable sur D. De plus

L (gof) =fgof

Exemple:
Soit f : R — R une fonction dérivable.

On peut appliquer la formule de la dérivée d’'une composée a P, o f o1 P, : x — x" (neN*) etael.

@ f: D — R dérivable et on définit P,, dérivable par :

Py: R — R

VneN®,
x — x"
Alors
¥neD,  Ppof()=Pu(f(0)=(f)" ="
Ainsi
(F) @) = (Puof) @ = £ )P (F0) = nf (0 - ()
Ainsi

(" =nf'- 1

@ On montre de méme que

() =re

@ Si f: D — R} estdérivable,

N
(Inf) =0 @

donc

!

L (Inf)’ = 7
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Composition et bijection

Propriété 2.21 : (Application composée d’'une application et sa réciproque)
Soient f: D — Aune bijection et f~!: A— D sa réciproque.

Alors :

flof=1dp
fof ™ =1da
D’apres le cours d’alebre, on démontre que
f:D— Aestbijective <= 3g:A—D, gof=Idp et fog=Idy

g‘ms ce cas, g est laréciproque de f etonnote g = f1.

Exemple:
Soient les applications suivantes :

exp: R — R} In: R — R
et
x — e* y — lny
Ona
VxeR, In(e’)=x
donc
Inoexp = Idr
De plus,
VyeRr:, M=y
donc
expoln =Idp+
Ainsi
|:I In= (exp)71 et exp = (In)~!

Propriété 2.22 : (Dérivée d’'une application réciproque)
Si f: D — A estbijective dérivable et sila dérivée ne s’annule pas sur D,

alors la réciproque f~! est dérivable sur A et :

1y 1
L )= flof1
Exemple :
Ona
Ee)=e
donc
1 1 1 1
(Iny) = = = S
d 1 1
I:l d a(ex)oln(J’) enr ey
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2.5 Réduction de l'intervalle d’étude d’une fonction

Définition 2.23 : (Ensemble symétrique)
Soit D cR.

On dit que D est symétriquesi :

VxeR, xeD — —x€D.

Définition 2.24 : (Fonction paire et fonction impaire)

Une application f: D — R est dite paire si D est symétrique et si
VxeD, f(-x)=f(x)

Elle est dite impaire si D est symétrique et si

I:I VxeD, f(-x)=-f(x)

Propriété 2.25 : (Interprétation graphique d’'une fonction paire et d’'une fonction impaire)

Si f est paire, son graphe %y est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.

g f estimpaire, son graphe ¢ est symétrique par rapport a I'origine.

Propriété 2.26 : (Etude d’'une fonction paire ou impaire)

Pour étudier une fonction paire ou impaire définie sur D, il suffit de I’étudier sur DN R,.

Définition 2.27 : (Fonction périodique)
Une application f: R — R est dite T-périodique (ou périodique de période T € R}) si:

|:I VxeR, fx+T)=f(x).
Exemple:
Les fonctions
cos: R — R sint: R — R
et
X +— COSX X +— sinx

! sont 2-périodiques ou 4r-périodiques ou 67-périodiques etc.
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2.6 Bornes d’une fonction

Définition 2.28 : (Fonction majorée, minorée)
Soit f: D — A (avec D c R, AcR) une fonction.

On dit que f est majorée par M € R sur D si M est majorant de f (D).
Autrement dit :

VxeD, fx)<M

On dit que f est minorée par m € R sur D si m est minorant de f (D).

Autrement dit :

|:I VxeD, m< f(x)

Définition 2.29 : (Borne supérieure et inférieure d'une fonction)
Si une fonction est majorée, le plus petit des majorants de f sur D, c’est-a-dire la borne supérieure de '’ensemble f (D), est

appelé borne supérieure de la fonction f sur D et est notée :

supf(x) ou supf ouencore suppf
xeD D

Si une fonction est minorée, le plus grand des minorant de f sur D, c’est-a-dire la borne inférieure de I'ensemble f (D), est

appelé borne inférieure de la fonction [ sur D et est notée :

|:I inf f(x) ou inff ouencore infp f
xeD D
Exemple :
Soit la fonction f définie par:
fioR — R
1
X L — —_
x
Cette fonction est minorée par 0. Elle admet une borne inférieure :
inff—inf{1 xE[R*}—O
I:. e | x e

Propriété 2.30 : (Interprétation graphique des bornes)

Graphiquement, dire que f est majorée par M , c’est dire que son graphe est au-dessous de la droite horizontale d’équation
y=M.
Graphiquement, dire que f est minorée par m , c’est dire que son graphe est au-dessus de la droite horizontale d’équation

y=m.
Définition 2.31 : (Application bornée)

On dit que f est majorée si f posséde un majorant.

Dans le cas ol f est a la fois majorée et minorée, on dit que f est bornée.
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Définition 2.32 : (Généralisation de la notion de sup et d’inf a des fonctions non bornées)
Soient AcR

Si A n’est pas majorée, on pose sup A = +oo.
Si An’est pas minorée, on pose inf A = —oco.

De méme, si f n'est pas majorée sur D, on pose supp, f = +o0o

et si f n'est pas minorée, on pose infp f = —oo.

Propriété 2.33 : (Propriétés des bornes d’'une fonction)

Soient f: D — A, g: D — Ades applications majoréessur Det A€ R.Ona:

+A|

(O Translation par A:|sup (f (x)+A) = (sup fx)
xeD xeD

(2 Multiplication par A :

SiA>0,alors|sup(Af(x) = )L(supf(x)) A

xeD xeD

Si A <0 et f est minorée sur D, alors | sup (Af (x)) = A(igf f (x)) A
xeD

(3 Somme de deux fonctions : | sup ( f)+g (x)) <sup f(x) +supg (x) |
xeD xeD xeD

(® Inverse d’'une fonction strictement positive : On suppose que f est minorée sur D et que igf fx)>0.

1 -
Alors — est majorée sur D et

1 1
L i‘ég(f(x))_ inf £ () [
xeD

Preuve :

(D Translation par A.

@ Montrons que la fonction
f+A: D — R
x — fx)+A

est majorée sur D.

Soit M =sup f (x).Ona, pour xe D :
xeD
fE+A<M+A

Donc f + A est majorée, d’ou d’apres le théoréme de la borne supérieure|1.50

sup(f()+A) < M+A
xeD
Autrement dit :

sup(f(x)+ A1) <sup f(x)+ 1

xeD xeD

@ Par ailleurs, soit N =sup (f (x) + A). Pour x € D,
xeD

fO=(f@x)+A)-A<N=-2

Ainsi, N — A est un majorant de f, donc

M=supf(x) S N-A=sup(f(x)+1)-A
xeD xeD
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D’ou

sup f(x) +A <sup(f(x)+A)

xeD xeD
Conclusion : On a donc:

sup (f () +A4) <sup f(x) + A <sup(f(x)+1)
xeD xeD xeD

Autrement dit :

sup(f(x)+A)=sup f(x)+ 1
xeD xeD

(2 Multiplication par A.

Montrons que
Af: D — R
x — Af ()

est majorée.

Soit M =sup f (x). On a, pour x€ D,
xeD

fOS<M = Af(x) <AM (car A >0)

Ainsi, Af est majorée et

sup (Af (x)) <AM = Asup f (x)

xeD xeD
Par ailleurs, pour x € D,
sup (Af (1)
/1f (x) xeD
= <
f ) 2 7
sup(Af(x))
Ainsi, "EDT est un majorant de f sur D.
D’ou
sup (Af (%)
supf (x) < xeD
xeD A

En multipliant cette inégalité par A > 0, on obtient

Asup f (x) <sup (Af (1))
xeD xeD
Af: D — R

x — Af(x)=0xf(x)=0

Donc Af est'application constante égale a 0. Donc

sup(Af)=0=0-sup f
xeD xeD

On suppose que f est minorée. On pose m = inlf) f-
X€
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Montrons que
Af: D — R
x — Af ()
est majorée.

Soit x € D,

fX)=>2m

= AfxX)<Am (car A <0)
Donc Am est un majorant de A f, d’ol1 d’apres le théoreme de la borne supérieure(1.50|:

Af) < Am=Ainf
sup(Af) <Am=Ainf

Par ailleurs, pour x € D,

_M®
f)= )
Or

Af (x) <sup(Af)

xeD
Af(x) _ 1 1
= > —_ —_
= f)=—"—2 Ail;g(/lf) (car 7 <0

Ainsi, % sup (JL f ) est un minorant de f. Par conséquent,
xeD

1
o1
inf f > 7 sup(1f)

On multiplie cette inégalité par A < 0, donc

i <
Ainf f <sup(Af)

Conclusion : On a donc

sup (1) < Ainf f <sup(Af)
xeD xeD xeD

Autrement dit :

sup (1) = A inf

xeD

Somme de deux fonctions.
Commencons par prouver que f + g est majorée.
Soit M =sup f etsoit N=supg.

xeD xeD
Soitxe D,ona:

fO+gxX)<M+N  (car f(x) < Metg(x)<N).
Donc M + N est un majorant de f + g. Ainsi, d’apres le théoréme de la borne supérieure[1.50]:
sup(f+g)<M+N=supf+supg
xeD xeD xeD
Inverse d’'une fonction strictement positive.

Soit f minorée et inf f > 0.
xeD
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1 .
Montrons que ? est majoree.

Pour xe€ D,

inf f o 1 1
f(x)};glt;f—m>0$ f(x)gm

1 1
Donc la fonction — est majorée par —, d’ou1 d’apres le théoréeme de la borne supérieure(1.50:
m

suplelo 1
xeD f m inf f
xeD
D’autre part, si x€ D,
1 < 1
Fo SSeh
De plus, comme f (x) > m >0, on a aussi
1
—_—>
fx
Par conséquent,
0< < ( 1 )
fx) ~xep\f
= 1 > 1 (car on inverse)
\Y
1/fx)~ sup(1/f)
xeD
Ainsi, est un minorant de f. Donc
sup (1/1)
xeD
<——inf
sup(1/f) bt
xeD
D’ou
7>
su =
L veb\F) 7 Tt f
xeD
Exemple:

Dans la proposition précédente, on peut changer majorée par minorée, sup par inf et inf par sup :
inf =inf .
® in (f+1) in f+A
@ A>0 = infp (Af) =Ainfp f. 1 <0 = infp (Af) = Asupp, f.
. S info.
® 1ID1f(f+g) > 1Bff+1ID1fg
La proposition reste vraie pour des parties non bornées sil’on fait les conventions suivantes :
1
+00

(+00) + ¢ = +00, siA>0, A (+00) = +00, sid <0, A(+00) = —o0, (+00) + (+00) = +00,

I+

Définition 2.34 : (Maximum, minimum de l'image direct une application)

Soit f: D — Aune application majorée et soit M = supp, f =sup f (D).
Si M € f (D), alors M estle maximum de f (D).
Cela signifie qu’il existe d € D tel que M = f (d) =supp, f.

On dit que f présente son maximum en d et on note supp, f = maxp f.

De méme, on dit que f présente son minimum men e € D si m = f (e) =infp f et on note, si c’est le cas, infp f = minp f.
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Exemple :
Soit f définie par:
f: ;1] — R

X —  x(1-x)

1 1
f présente son maximum 1 au point d = 3 et elle présente son minimum 0 en 0 et 1.

En effet, f est dérivable sur [0;1] et f/(x)=1-2x:

x 0 : 1
f'(x) + 0 -
1
4
0 0

(=

2.7 Fonctions monotones

Définition 2.35 : (Fonctions monotones)

Soit f : D — A une application.

On dit que f est croissante sur D si et seulement si

VxeD,VyeD, x<y= fx)<f(y)
On dit que f est décroissante sur D si et seulement si

VxeD,VyeD, x<y= fx)=f(y)
On dit que f est strictement croissante sur D si et seulement si

VxeD,VyeD, x<y= fx)<f(y)
On dit que f est strictement décroissante sur D si et seulement si

VxeD,VyeD, x<y = f(x)>f(y)

Une fonction est dite monotone sur D si elle est soit croissante, soit décroissante sur D.

Propriété 2.36 : (Affaiblissement de la monotonie)
Si f est strictement croissante sur D, alors elle est croissante sur D :

VxeD,VyeD, x<y= fx)<f(y)= fx0<f(y)

Si f est strictement décroissante sur D, alors elle est décroissante sur D :

I:u VxeD,VyeD, x<y= fx)>f(y) = fx=f(y
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Théoreme 2.37 : (Caractérisation des fonctions monotones par la dérivée)

Soit f: [a, b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b|.
(@ f estcroissante sur [a, b] si et seulement si Vx €]a, b[, f'(x) > 0.
(@ f estdécroissante sur [a, b] si et seulement si Vx €]a, b, f'(x) <O0.

(® SiVxela,bl, f'(x) >0, alors f est strictement croissante sur [a, b].

|:|® SiVxela,bl, f'(x) <0, alors f est strictement décroissante sur [a, b].

Théoreéme 2.38 : (Théoreme de la bijection monotone)

Soit f: [a, b] — R une fonction continue et strictement monotone sur [a, b].
Alors f induit une bijection de [a, b] sur [f (a), f (b)] (si f est croissante) ou [f (b), f (a)] (si f est décroissante).

Cela signifie que :

f: lab — R f: labl — [f@,fM®]ou[fb),f (@] L
|:I = est bijective.

x — f x  — fx

2.8 Quelques fonctions usuelles

2.8.1 Fonctions trigonométriques

Définition 2.39 : (Cercle trigonométrique)

Le cercle trigonométrique est le cercle € du plan euclidien R? défini par :
€={M(x,y) eR* | x* +y* =1}

muni des conventions suivantes :
(D Centre : I'origine O(0,0) du repere orthonormé direct (O, ;, f).

(» Rayon: 1 (c’est un cercle unité).
qui amene i sur j.

(@ Origine des angles : le point I(1,0) d’intersection du cercle avec I'axe des abscisses.

y

J(0,1)

x
I'(-1,0) 0 1(1,0)

J'(0,-1)
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(® Sens positif : le sens inverse des aiguilles d'une montre (sens trigonométrique), correspondant au sens de rotation

(5) Mesure d’'un angle : a tout réel x € R, on associe le point M € €6 tel que la longueur de I'arc M (parcouru dans le sens

positif) soit égale a | x|. Deux réels x et x’ définissent le méme point M si et seulement si x' = x + 2kw avec k € Z.



Remarque : Le cercle trigonométrique permet de définir géométriquement les fonctions cos et sin :

si M est le point associé a x, alors M(cosx ; sinx).

Définition 2.40 : (Définition géométrique des fonctions trigonométriques)
Soit x € R une mesure d'un angle orienté (définie a 2k pres, k € Z) et M le point correspondant sur le cercle trigonométrique

(cercle de centre O(0,0) dans un repere orthonormé, de rayon 1 dans le plan euclidien).

©) ‘ cos x : abscisse de M ‘,

® \ sinx : ordonnée de M ‘

sinx
cosx |

|:I@ Si cos x # 0, on pose tan x =

Propriété 2.41 : (Premiere identité trigonométrique pythagoricienne)

2

|:I VxeR, cos’x+sin®x=1
Preuve :
Soit x € R et M le point du cercle trigonométrique associé a I'angle x.
y
J(0,1)
) M
sinx [ - - -~ - - -
X
o) COS X 1(1,0)

Par définition géométrique :

M (cos x,sin x)
Le point M appartient au cercle trigonométrique de centre O(0,0) et de rayon 1. Donc la distance OM vérifie :
OM=1
D’apres la formule de la distance dans un repére orthonormé :
OM? = (cos x — 0)? + (sin x — 0)% = cos? x +sin® x

Puisque OM =1,0na OM? =1, donc:

cos?x+sin®x=1
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Exemple :
Cette identité est valable pour tout réel x € R, car elle découle directement de la définition géométrique des fonctions cos

et sin sur le cercle trigonométrique.

On définit ainsi les trois fonctions trigonométriques principales :

Propriété 2.42 : (Fonction cosinus)

cos: R — [-1,1]

X — COS X

(@ Dérivée :|cos’ x = —sinx
(2 Périodicité :| 2m-périodique
(3 Parité : paire, c’est-a-dire | cos(—x) = cos x

Propriété 2.43 : (Fonction sinus)

sin: R — [-1,1]

X +— sinx

(D Dérivée :|sin’ x = cosx
(2 Périodicité : | 2m-périodique

(® Parité : impaire, c'est-a-dire’ sin(—x) = —sinx

y ——cos
—— sin
X
—_ b4 T
2 2 7 f
_1 +
Propriété 2.44 : (Fonction tangente)
tan: R\{F+kn|kez} — R
sinx
X —  tanx =
cosXx

=1+tan’x

@ Dérivée :|tan’x = —
cos? x

@ Periodicité - 7-périodique]

(3 Parité : impaire, c'est—a—dire’ tan(—x) = —tanx
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A x=1
J(0,1)
T
M
tanx
S X
1(1,0)
Preuve :
Démonstration de la dérivée de tan :
Pourfe|-5,2[:
. 9 12 . 9 12
(tan)'8 = (&) (tan)'0 = (ﬁ)
cos® cosf
_ (sin)'f-cosO —sin@ - (cos)'0 _ (sin)'f - cosO —sin@ - (cos)'O
- cos20 - cos20
_ cos®0 +sin®0 _cos®*0  sin®6
B cos2 0 " cos?0  cos?0
1 2
=— =1+tan“6
cos20
Donc:
1
tan' @ = =1+tan’6
l:. cos26
| y — tan
: 3 T 1
i 2+ i
: 1 :
o |- : 1 |
i %
2 2
tan’0 + ; -1 '
/ +oo -2
tan@ / 0 | 3 |
—o0 | |



Propriété 2.45 : (Formule trigonométrique fondamentale)

L VYaeR,VbeR, cos(a+b)=cosacosb-sinasinb

Tableau de valeurs usuelles :

7 b4 7 7
x [ol = | = | = |=
6 4 3 2
. 1 | vV2 | V3
sinx 0 — —_— | — 1
2 2 2
V3| V2|1
COS X 1| — | — — 0
2 2 2
tanx || 0 1 1 V3
S X
V3
2.8.2 Fonctions trigonométriques réciproques
2.8.2.1 Fonction Arcsin
Définition 2.46 : (Fonction Arcsin)
La fonction sin restreinte a [-%; 2] est une bijection de [-%; 5] sur [-1;1].
Sa réciproque est notée arcsin :
arcsin:  [-1;1] — [-3;5]

|:' y — arcsiny

Propriété 2.47 : (Propriétés de la fonction Arcsin)

1. Caractérisation :

Vxe [—g,g] , arcsin(sinx) =x| et |Vye€[-1;1], sin(arcsiny) =y

2. Dérivabilité : arcsin est dérivable sur ]—1;1[ et:

I:n Vyel-L1[, (arcsin)’(y)z;
1-y2

Preuve:
Soit y € ]-1;1[. Par la formule de dérivation de la réciproque :

PN =
(arcsin) ' (y) = cos(arcsin y)

Pour x € [-%;5], onacosx >0, donc cosx = V1 —-sin® x.

En prenant 6 = arcsin y (donc sinf = y) :

cos(arcsin y) = \/ 1 —sin?(arcsin y) = \/ 1-y2

D’ou:
. ! 1
|:I (arcsin)’ (y) = ——
1-y?
Tableau des valeurs usuelles :
V3 V2 1 1| v2 | V3

y mE Ml B 2 B2 IAU B2 i e M O
arcsiny | -7 | -3 | - | -5 10| % | % |z
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2.8.2.2 Fonction Arccos

Définition 2.48 : (Fonction Arccos)

La fonction cos restreinte a [0; 7] est une bijection de [0; 7] sur [-1;1]. Sa réciproque est notée arccos :

arccos: [-1;1] — (0; 7]

X — arccos x

Propriété 2.49 : (Propriétés de la fonction Arccos)

1. Caractérisation :

‘ Vx € [-1;1], cos(arccosx) = x‘ et ‘ V6 € [0; ], arccos(cosf) =0

2. Dérivabilité : arccos est dérivable sur |—1;1[ et :

-1
Vxe]-1;1[, (arccos) (x)=
I:l V1-—x2

Preuve :

Soit x € ]—1;1]. Par la formule de dérivation de la réciproque[2:22]:

1 1
cos/(arccosx) —sin(arccosx)

(arccos)’ (x) =
Pour 6 € [0;71], on a sinf > 0. De plus sin’6 = 1 — cos?H, donc :
sinf = V' 1-cos20

Pour x €]-1;1], arccos x € [0; 7], donc :

sin(arccos x) = /1 — cos2(arccos x) = V1 — x2

D’oui:

V1-x2

|:l (arccos)’ (x) =

AAttention : arccos (cos (—%)) = arccos (%) = arccos (cos [%)) = % (car arccos prend valeurs dans [0;7]).

Tableau des valeurs usuelles :

V3 V2 1 1| V2 | v3
x 1 2 2 21 02| %2 2 |1

5m 3n 2n b1 T T T
arccos x b/ % T 3 513 1 3 0

2.8.2.3 Fonction Arctan

Définition 2.50 : (Fonction Arctan)

La fonction tan restreinte a | -%; % [ est une bijection de |- %; 5 [ sur R. Sa réciproque est notée arctan :

arctan: R — |-3;%

X = arctanx
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Propriété 2.51 : (Propriétés de la fonction Arctan)

L

L

1. Caractérisation :

2. Limites:

‘ VxeR, tan(arctanx) = x| et

VO e ] —g; g [, arctan(tanf) =60

. b4
lim arctanx=-——
X——00 2

. b/
et lim arctanx = —
X—+00 2

3. Dérivabilité : arctan est dérivable sur R et :

Preuve :

VxeR, (arctan) (x)=

1
1+ x2

Soit x € R. Par la formule de dérivation de la réciproque :

1

1

(arctan)’ (x) =

Or tan(arctan x) = x, donc :

(arctan)’(x) = 2

tan’(arctan x) " 1+tan2 (arctan x)

2
Tableau des valeurs usuelles :
x |0 | -V3| -1 |- |0 L 1| V3] 40
)3 b4 i3 Vs T b4 b4 )3
arctanx | =5 | -3 | “3 | "5 |0 &5 |3| 3 | 2
Tableau de variations :
;I
—_—
X -0 0 +00
L L L L x
arctan’ + -4 -2 2 4
T
arctan 0

|
SIE]
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2.8.3 Fonctions hyperboliques

Idée : généraliser la notion de cos et sin pour les exponentielles réelles.

Notation 2.52 : (Formule de de Moivre)

e'% = cosf + i sinf (nombre complexe d’argument @ [27] et de module 1).

el =cosO+isind (1)

e”% =cos@—isinf (2)

) _ il 4 o~i0 ) _
g)l+(2) — e 4 o710 =2c0s) = cosH:T et 1) -2) = ef —e79 =2isinf =
Définition 2.53 : (Fonctions hyperboliques)

Pour tout x € R, on définit :
(D Le cosinus hyperbolique :
e*+e ¥
cosh(x) =
(@ Le sinus hyperbolique :
eX—e %
sinh(x) =
(3 La tangente hyperbolique :
sinh(x) e*—e™*
|:I tanh(x) = ) = —
cosh(x) e*+e™*
Exemple:
Ces définitions sont inspirées de la formule d’Euler pour les fonctions trigonométriques :
elf 4 o0 el0 _ o=i0
cosf=—— | et |sin0=—
2 21

!Les fonctions hyperboliques correspondent au cas ot 'argument est réel (pas de i).

Propriété 2.54 : (Dérivées des fonctions hyperboliques)

Les fonctions cosh, sinh et tanh sont dérivables sur R et :

‘ cosh’ (x) = sinh(x) ‘, ‘ sinh’(x) = cosh(x) |, |tanh’(x)= —
I:l cosh”(x)
Preuve :
Pour cosh:
d (e*+e™* ef—e*
! = — = =si
cosh'(x) = Ix ( 5 ) 5 sinh(x)
Pour sinh :
d (e*—e* eX+e™”
i / = — = =
sinh’(x) = p ( 5 ) 5 cosh(x)

Pour tanh : Par la formule de dérivation d'un quotient :

sinh’(x) cosh(x) — sinh(x) cosh’(x)

tanh’(x) =
) cosh?(x)
3 cosh?(x) — sinh? (x)
cosh?(x)
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Or, pourtout xe R :

eX+e 2 [(e¥—e*)2
cosh?(x) — sinh?(x) = ( ) - ( )
2 2
X424 ) 2y eT2X_9
B 4 4
4
=—=1
4
Donc:
, 1
|:I tanh' (x) = —
cosh”(x)
Propriété 2.55 : (Identité fondamentale hyperbolique)
L VxeR, cosh?(x)—-sinh?(x)=1

Tableaux de variations :

cosh

sinh

tanh

Parités : cosh est paire, sinh et tanh sont impaires.

Propriété 2.56 : (Formules d’addition hyperboliques)

Ya,beR, sinh(a+ b)=sinh(a)cosh(b)+ cosh(a)sinh(b)

Va,beR, cosh(a+ b)=cosh(a)cosh(b)+sinh(a)sinh(b)
Remarque:

Ces formules sont analogues a celles de la trigonométrie classique, sauf que le produit de deux sinh ne change pas de signe

(contrairement a sin ot cos(a + b) = cosacos b—sinasinb).
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Chapitre 3

Les suites numériques

3.1 Généralités

Le terme "numérique" fait référence au fait que les fonctions ont un ensemble d’arrivée dans R.

Définition 3.1 : (Suite numérique)

On appelle suite de nombres réels (ou encore suite numérique) toute fonction u:N — R.

A chaque entier n (appelé rang) on associe u(n) le nombre du rang n. On note .
En pratique, plutot que d’écrire :
u: N — R

n — up
on écrit simplement :

(Un) neN

Certaines suites sont définies seulement a partir d'un certain rang np, autrement dit la suite est composée des nombres

Ung> Ung+15---

On la note (1) >, pour que ces fonctions deviennent des applications.

Exemple:

1
La suite (—) n'est définie qu’a partirde n=1.
n
1

1
_Ellllanote (—) ou (—) .
njn>1 nJ nen+

Définition 3.2 : (Forme explicite d’'une suite)

Parfois, une suite est définie par une forme explicite : u, = u(n) est calculable car on connait |'expression de la fonction u.

Exemple :

nz_l () u: R — Z[R
Up=——=un
[ =21 . . X1

x2+1
Définition 3.3 : (Relation de récurrence d’'une suite)

On peut également définir une suite par une relation de récurrence.
Onsedonne@:D — DouDcR.

11 existe une unique suite (1) ,en dont le premier terme est 1 € D (fixé) et qui vérifie

|:I VnelN, upi1=@(uy).
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Exemple :

R—-R
(D SoientreRetg:

X—X+T
Alors la suite définie par son premier terme iy et la relation de récurrence u,+; = @(u,) = u, +r pour tout n € N est

la suite en progression arithmétique de premier terme 1 et de raison r.

R—R
(@ SoientpeRety:
X—p-Xx
La suite (1) neny définie par son premier terme i € R et la relation de récurrence uy,+1 = ¥ (u,) = p - U, pour tout

n € N est la suite en progression géométrique de premier terme 1 et de raison p.

R—R
(3 Soient f':

X— px+r
Alors la suite (1) ,eny définie par son premier terme uy et la relation de récurrence u,+; = f(u,) = pu, + r pour tout

! n €N est dite arithmético-géométrique.

Exemple :
! Parfois, il est possible d’obtenir une formule explicite pour une suite définie a partir de sa relation de récurrence.

Exemple:
Suite arithmétique de raison r :

VneN, u,=uy+n-r

Suite géométrique de raison p :

vneN, up=up-p"

Parfois, on n'a pas de formule explicite :

On calcule les premiers termes :

1
ul:_:_) u2: = , u?):—,
I:u 1+1 2 1+ 141 1+—1—
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3.1.1 Monotonie

Définition 3.4 : (Monotonie d'une suite)

On dit que la suite (1) ,en est croissantelorsque VneN, u, < Uy41-

On dit que la suite (1) nen est décroissantelorsque Vi eN, uy, > tyy.

On dit que la suite (1) zen €St constante lorsque (1) zen €St & la fois croissante et décroissante: Ve N, u, < up+1 < Uy,
On dit que la suite (1) sen €St strictement croissantelorsque Ve N, u, < Uy41.

On dit que la suite (1) sen est strictement décroissantelorsque Vn e N, u, > Uy41.

On dit que la suite (1) ,en €St monotone si elle est croissante ou décroissante.

! On dit que la suite (1) zen €St strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement décroissante.

Définition 3.5 : (Propriété vraie a partir d'un certain rang)
Soit E(n) une assertion mathématique énoncée pour le terme u,, d'une suite.

On dit que E(n) est vraie a partir d’'un certain rangsi :

dngeN, VnelN, n>ny = E(n).

Exemple:
|| (un) nen est croissante a partir d'un certainrang <= AngeN,VneN, n>ny = u, < Up41.

Bornitude

Définition 3.6 : (Suite majorée, minorée, bornée)
Une suite (1) ,en est dite majorée par M € Rlorsque Vi eN, u, < M, et minoréepar m € Rlorsque VrneN, u, > m.

Cela signifie que I'ensemble {u,, n € N} € R est majoré (resp. minoré) par M (resp. m).
Dans ce cas, on définit :

sup uy, =supfuy,, ne€N}, inf u, =inf{u,, n e N}.
neN neN

Si (4,,) neny NSt pas majorée, on pose sup Uy, = +oo.
neN
! Si elle n'est pas minorée, on pose in{I Up = —00.
ne

Définition 3.7 : (Suite bornée)
|| On dit que (¢y,) nen €St bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Propriété 3.8 : (Caractérisation des suites bornées)

‘l (Un) nen est bornée — dceRy,VREN, |uyl<c
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3.2 Suites convergentes

Définition 3.9 : (Limite d'une suite)

On souhaite définir la notion de limite ¢ d’une suite (1) ,en de nombres réels.
Intuitivement, cela signifie que les valeurs u,, de la suite sont de plus en plus proches de la limite ¢ lorsque n devient grand,

autrement dit la distance entre u, et £ notée d(u,, ¢) = |u, — ¢| doit étre aussi petite que I'on veut a partir d'un certain rang :

|:I Ve>0,dngeN, VrneN, n=>ny = lu,—¥¢|<e.

Exemple:

) 1
La suite (—) converge vers 0.
neN*

Il faut démontrer : Ve > 0, Ang € N*, Vn > ny,

|
— | <E.
n

1 1 1
Fixons € > 0 (quelconque). On veut que — < ¢ (ona — >0 donc >0),ie.n>—.
n n €

1 1 1
On pose ng = E[—] + 1. Alors ng > —, donc pour n > ng, ona n > —, donc < €. Conclusion: Ve >0, 3IngeN, Vn > ng,
£ £ €

L.

Exemple :

1
<e¢e.Donc (ﬁ) converge vers 0.

(D Dans la définition de limite, on peut remplacer I'inégalité stricte |u,, — ¢| < € par 'inégalité large |u, — €| < €.
En effet, si |u;,, — ¢| < &, on aencore |u, — | <e.
Réciproquement, si Ve >0, Ing €N, Vn > ny, lu, — €1 < g, soit € > 0 quelconque; en appliquant la propriété ci-dessus
avec g > 0 au lieu de ¢, il existe ny € N tel que Vn > ng, |u, — €| < g <Ee.
AinsiVe>0,3ngeN, Vn > ng, |u, — | <e.

(@ La convergence et la limite ne dépendent pas des premiers termes de la suite. Soient (u,) et (v,) nen deux suites. On
suppose qu’il existe n; € N tel que u, = v, si n > n;. On suppose que (u,) converge vers £ : Ve >0, 3ng €N, VYn > ny,
lu, — ) <e.

Soit £ > 0 quelconque. Posons ny = max(ng, ny) : soit n > np.
Comme n > nj,ona u, = v,. Comme n > ny, lu, — | <e.
Ainsipourn>ny : v, — ¥l =u,— ¥l <e.
On a donc montré que Ve >0, 3np €N, Vn > np, |v, — ¢| < €. Ainsi (v,;) converge vers £.
(® Soit (i) nen une suite qui converge vers £ € R. Alors la suite décalée (u,,+1) neny cOnverge encore vers £.

En effet, soit € > 0; il existe ng € N tel que pour n > ng, |u, — €| < e. Comme n+ 1 > ng > ng pour n 2> ny, on a encore

|ups1 — €l <epourn>ny. Ve>0,IngeN,Vn > ng, lupy — €l <eg,ie lim uy = lim u, =2.
n—oo n—oo

! Par récurrence, la suite décalée de k termes (4,4 k) neny converge elle aussi vers £.

Propriété 3.10 : (Unicité de la limite)

Si elle existe, la limite d'une suite est unique.
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Preuve :

Soit (1) nen Une suite qui converge vers a € R et vers b € R.
Montrons que a = b. Soit € > 0.

1l existe ng € N tel que |u, — al < € pour n > ny.
=

1l existe n; € N tel que |u, — b| < € pour n > n;.

Soit n = max(ng, n1). Alors |u, —al<eet|u, —b| <e.
Par inégalité triangulaire :

la—Dbl=|(a—up)+ (up—b)| <lup—al+|u,— bl <2e.

On adonc |a— b| < 2¢ pour tout € > 0.

a-b
Supposons que a # b, alors |a — b| > 0. Prenons € = |4—| > 0.
la

-b
gnsi la—b|<2e= TI Absurde. Conclusion : a = b.

Propriété 3.11 : (Suite convergente est bornée)

Si la suite (u,,) ,en converge, alors elle est bornée.

Preuve :
Soit ¢ la limite. Alors Ve > 0,3ng e N, Vn > ng, |u, — €| <e.

Prenons € = 1 : il existe ng € N tel que pour n > ng, lu, — €| <1,cequidonne -1 < u,—¢<1l,ie. 0 -1<u, <+1.
Ainsi a partir du rang ny, la suite (u,) est minorée par ¢ — 1 et majorée par ¢ + 1.

Posons m = min{uy, ..., Up,-1,¢ — 1} et M = max{uy,..., Up,-1,¢ +1}.

g’ors VneN, m< u,; <M.Donc (u,) est bornée.

Propriété 3.12 : (Opérations sur les limites)
Soient (1) nen €t (V) nen deux suites qui convergent vers u et v respectivement. Alors :
(D Lasuite (u, + vy) nen converge vers u+ v. Ainsi lim (u, + v,) = lim u, + lim v,.
n—oo n—oo n—oo
(@ SiaeR,lasuite (@uy) converge vers au. Ainsilim(au,) = alim(uy,).
oo [e,e]
(® Lasuite (uy - vy) nen converge vers u- v. Ainsi lim(u, vy,) = lim u, - lim v,.
oo [e.¢] oo

U lime, uy,

converge vers —, ainsi lim— = . .
neN v o vy lime Uy

|:|® Si v # 0, alors la suite (

Un
Preuve :

€ €
(D Soit € > 0 quelconque. Comme 3 > 0, il existe ny € Ntel que Vn > nyg, |u, — ul < >

. €
Il existe n; e Ntel que Vn > ny, lv, — vl < E.Alors:
[(Un+vp) — W+ V) = (up—w) + (V- VI < lup —ul+ v, — vl
Posons n, = max(ng, n1). Sin > ny,onan > ng et n> n;,donc

£ €
Iun+vn—(u+v)|élun—u|+|vn—v|<5+5=£.

Enrésumé, Ve >0,3ny N, Vn > ny, [(u, + vy) — (u+ v)| < €. Ainsi (4, + v,) ey CcOnverge vers u + v.
(@ 1% cas:a=0.Alors VneN, au, =0. Donc (auy) nen est la suite constante nulle.
eme : : € €
Elle converge doncvers0et0=0-u. 2 cas:a #0. Soit € > 0.1l existe ng e Ntel que Vn > ny, lu,—ul < — (— >0).

lal |al

On multiplie cette inégalité par |a|: Vn > ny, |allu, —ul <g,ie. |lau, —au| <e.
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Enrésumé:Ve>0,3InpeN, Vn > ng, lau, — aul <g, i.e. (@uy)en converge vers (au).
(3 On commence parle cas u=v =0.Soit e = 1. Il existe ng €N, Vn > ny, lu,| < 1.
Soit € > 0 quelconque. Il existe n; e Ntel que Vn > ny, |v,] <e.

Posons np = max(ng, ny). Alorspourn > ny (n>npetn>ny):
[unvnl =lugpllvpl <1-e=e.

Enrésumé:Ve>0,3dn, €N, Vn > ny, lu,vy,l < e. Ainsilimu, v, =0=limu,-limv,. Cas général : lim(u,) = ucRet
(o0} (o0} [e.e] [o0]
lim(v,) = v. Posons @i, = u, —uet v, = v, — v.
[e.e]
D’apres 1), limii, =0 etlim 7, = 0.
[e.¢] oo
Deplus: u, - v, = (i, + w) (T + V) = lpUy + Gpv+ubp+u-v.
D’apres le 1" cas : lim(ii, 7)) = 0.
oo
D’apres la propriété 2) : lim(v - i,) = vlim(é,) =0 et lim(u - ;) = ulim(7,) = 0.
[e.0] oo [e.e] (o0}

Conclusion : en appliquant la propriété 1), lim(u, - v,) =0+0+0+u-v=1u-v.

[e.e]

v v
(® Onsuppose v =lim, v, #0. On prend € = |2—| > 0. [l existe np e Ntel que Vn > ng, lv, —v| < |2—|

[v] . [v| vl . vl 3|v|
Or |v, — vl = |lval = 1vl|, donc |[v,| - vl <7,cequ1donne—7 <|val—lvl < - ie — <|vnl < -

En particulier, pour n > ny, |v,| >0, donc v, #0.

. . Up . s .
Ainsi le quotient — a bien un sens a partir du rang n.
Un

R Up u
Il reste a prouver que (—) converge vers —.
v v

n

1 1
D’apres la propriété 3), il suffit, d’apres la propriété 3), de prouver que (—) convergevers —.Ona:
Un/neN 4

1 1

vy U

V—vp| _ |vp—v

Unv [vnllv|

Par définition de limite, en prenant £ = >0, il existe ny e Ntelque Vn > ny, lv, —v| <

£
2|v|? 2|v|?°

Alors si on pose np = max(ng, ny), pour n > ny (n > ngetn > ny):

£ £
11 lvp—vl P 2P —e
- vl T
vn vl lvallvl SRy %
. . (1 1
Enrésumé: Ve >0,3In, €N, Vn > ny, |— — —| < €. Ainsi | — | converge vers —.
l:] Un Uy v

Propriété 3.13 : (Conservation de l'ordre par passage a la limite)

Soit (uy) et (v,) deux suites convergentes telles que u;, < v, a partir d'un certain rang.

Alors lim u, <limv,,.
oo oo

Preuve :

Par hypothese, il existe ng e N tel que Vn > ngy, u, < vp,.
. o €
Par ailleurs, pour € > 0, il existe n; e Ntel que Vn > ny, lu, —ul < 3
€
Il existe np e Ntelque Vn > ny, lv, — vl < 2 ouu=limu, et v=Ilimv,.
oo oo

Soit n > max(ng, n1, ny). Alors :

<
S

<
S

£
<un<u+5

< <
| |
Dlml e A

€
<Un<1/+5
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s £ 3 £ £ .
Ainsi u—§<un§vn<v+§,d0nc u—§<v+§,d’0uu< V+E.

Et ceci pour tout £ > 0. On a vu (voir proposition antérieure) qu’alors u < v.

Exemple :
ASi u, < v, apartir d'un certain rang, on ne peut pas conclure que liorgl Up < l%)rgl Up.

Exemple :
1
up,=1-—, neN
n

1
Vp=1+—
n

On abien u;, < v,;, mais 1 =limu, <limv, =1.
[e.0] [e.¢]

=

nb. 1) En particulier, si (u,;) converge et si M est un majorant de (u,,) a partir d'un certain rang, alors lim u, < M.
o0

2) Si u,, < v, a partir d'un certain rang, on ne peut conclure que lim u, < limv,,.

Propriété 3.14 : (Théoreme des gendarmes)

Soient (u,), (v,) et (w,) des suites telles que u, < v, < wy a partir d'un certain rang.

Si les suites (1) et (w,) convergent vers la méme limite ¢, alors (v,,) converge aussi vers .

Preuve :

Par hypothese, il existe ng e N tel que Vn > ngy, u, < v, < wy.

Soit € > 0.

Il existe ny eNtelque Vn > ny, lu, — | <e.

Il existe ny e Ntel que Vn > ny, |lw, — ¢ <e.

Posons n3 = max(ng, ny,n2). Pourn>ns(n=>ng,n=>n;, n=ny):
Up < Vp < Wy
(—e<up<fl+e

(—e<wp<l+e

Doncl-e<u,<vp<wp<fl+edoul—-e<v,<l+eg,ie |lv,— ¥l <e.

On a montré que Ve >0,3nz €N, Vn > ng, |v, — £| <¢, i.e. (v,) converge vers .

Exemple :
0,99999...=1.

Soit @ =0,9999... On abienstir a < 1.

Posons u;, =0,9...9
~——

n fois
OnaVvVneN u,<a<l

u,=09+0,09+---+0,0...09
=9-107'+9-1072+---+9-107"
=9-10711+107  +---+107"" V) (suite géométrique)
107"

1-(10~hHn 1-
#:9.10*1.—:1_10*”.

_10-! 1
1-10 1-15

=9.107!.

Orlim10~" =0 (cf. Q2), ainsi lim u, =1.
o0 n—o0

gilr le théoreme des gendarmes, a = 1.
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Théoreme 3.15 : (Convergence des suites monotones)
Soit (¢;) nen UNe suite monotone.

a) Si (uy) est croissante et majorée, alors (u,) converge. De plus lim u, = sup u;.
n—oo
neN

b) Si (uy) est décroissante et minorée, alors (u,) converge. De plus lim u, = in'{l Up.
n—oo ne

Preuve :

a) Comme (u,) est majorée, M = sup,,. Un < +oo existe. Par définition de sup, VneN, u, < M.
Soit € > 0. Il existe np € N tel que M — € < u,, (M — ¢ n'est pas un majorant de la suite (u,)).
Soit n > ng. Comme (1) est croissante, U,, < U, <M <M +e.

Enrésumé, Ve >0,Ange N\, Vn>ng, M—e<u, < M<M+¢e,dou|u,— M| <e.

La limite de (u,,) existe et vaut M.

|:Ib) Semblable au a).

Suites adjacentes

Définition 3.16 : (Suites adjacentes)

Deux suites (iy) nen €t (V5) nen sont dites adjacentes si :
(D lasuite (uy,) est croissante,

(2 lasuite (v,) est décroissante,

E@ I}EIgo(Vn_ uy) =0.

Propriété 3.17 : (Convergence des suites adjacentes)

Si (uy,) et (v,,) sont adjacentes, alors VrneN, u, < vy,.

E‘e plus, (u,) et (v,) convergent vers la méme limite.

Preuve :

La suite (u,) est / par hypothese, (v;) est \..

Soit neN.Ona u,, < v, < vy (car (v;) est \).

On en déduit que (u,) est /" et majorée par vy. Donc (1) converge.
De la méme facon, uy < u, < v, (car (uy) est /).

Ainsi (vy,) est\, et minorée par uy. Donc (v,) converge.

. . opérat. _, . .
De pluslimu,, —limv, P= lim(u, — v,;) =0, donc lim u, =limv,,.
(e 0] (o0} (e e] (o0} oo

Exemple :

n
On veut montrer que la suite u,, = Z 7 converge.
k=0
Ona, pourneN:

n+11 no1 1
Upy1—Up=) ——) —=—-—2>0
e kz:()k! 2k (n+ 1)

Donc (u;,) est (strictement) /.

1
On pose vnzun+—',n€l\|.0na:
n!

1 1
Un+1—Un= (un+l + —(n+ 1)!) - (un + ﬁ)
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1 1

=Upyl—Up+ — — —
T s nl
2 1 2-(n+1) 1-n .
= -—= = <0sin>1.
(n+1)! n! (n+1)! (n+1)!
1 1
Deplusv,—up=— < —.
n " n

1
Or lim — = 0. Par le théoréme des gendarmes, lim(v, — u,) = 0.
o© n (S
Par le théoreme des gendarmes, nlim (v, —up) =0.
—00

Conclusion : (u,) et (v,) sont adjacentes donc elles convergent vers la méme limite.
LA
_|21Il démontre que ’}EIC}O];) i e.

3.3 Limites infinies

Définition 3.18 : (Limite vers +00)

Soit (1) nen Une suite de nombres réels.

On dit que (u,,) tend vers +oco quand n tend vers Uinfini et on écrit lim u, = +oosi:
n—+oo

VMeR, dngeN, Vn>ng, u,=>M.

La suite est aussi grande que I'on veut a partir d'un certain rang.

Exemple :
S’il existe un nombre M € R tel que 3ny, Yn = ny, u, = My, alors pour tout nombre M < M, on aura encore 3ng, Vn > ng,

u, > M.

C’est pourquoi on remplace souvent la définition précédente par :

|:I VM>0,3dngeN, Vn=ng, u,>M.

Exemple:

lim 7= +oo.
n—+oo

En effet, soit M > 0. Posons rny = E(M) + 1. Alors pour n > ng :

n=>ng=EM)+1>M.

_|2In abien démontré que VM >0, dny €N, Vn > ng, n > M.

Définition 3.19 : (Limite vers —oo)

On dit que la suite (1) ,en tend vers —oo lorsque n tend vers +oo et on écrit nlir+n Uy =—00Si:
—+00
VmeR, AngeN, Vn > ng, u,<m.
Comme précédemment, cette définition équivauta:
Vm<0,dngeN,Vn > ng, u, < m.

Sion pose M = —m > 0, la définition devient :

VM >0,3dngeN, Vn = ng, u, < —M.
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Exemple :

L;“_lirrlloo(—n) = —o0.

Notation 3.20 : (Opérations dans R)
R =RU {+00} U {~00} = [~00, +00]
(D SiaeR,alors a+ (+o00) = +oco et a+ (—oo) = —oo.
(@ (+00) + (+00) = +00 et (—o0) + (—o0) = —oo.
(® SiacR}, alors ax (+00) = +oco et a x (—oo) = —oo. Si a € RZ, alors a x (+00) = —oco et a x (—oo0) = +oo.
® (+00)(+00) = +00, (+00)(—00) = —00, (—00) (—00) = +00.
1 1
G — =0et— =0.
+00 —00
Opérations non permises : formes indéterminées.
(D o0o—00: (+00) — (+00), (+00) + (—00), (—00) — (—00).

(@ 0x00:0-(+00), 0 (—00).

Propriété 3.21 : (Opérations sur les limites infinies)
Soient (u,) et (v,) deux suites de réels qui admettent une limite dans R.

Onnote u=1im, . oo Uy €t v =1lim,,_ 100 Vp.
(D Siu+ v n'est pas une forme indéterminée, alors (1, + v,) a une limite et lirP (U +vp) =u+v.
n—+00

Si u- v n'est pas une forme indéterminée, alors (i, - v;;) a une limite et lim (uy,-v,) = u-v.
n—+oo

(® Si — n'est pas une forme indéterminée, alors (—) aune limiteet lim — =—.
|=| v Un n—+oo vy, v

Exemple :
[Vocabulaire] Soit (u,) une suite de réels. On dit que (u,,) converge si (u,;) admet une limite u et u € R. Une suite qui ne

converge pas est dite divergente.

Exemple :

n—+oo

|I:|Si lim u, = +oo, alors (u,) admet une limite (dans R) mais (u,,) est divergente.

On ne va examiner que certains cas pour les preuves (les autres, en exercices).
(D Casou lim u,=ueRet lim v, =+oco.But: (u, + v,) aune limite et lim (u, + v;,) = +oo.
n—+oo n—+oo n—+oo
Ona:Ve>0,3nyg, Vn>ng, lup—ul<e @Q)etVM>0,Im,VYn=>n, vy, >M (2).

On applique (1) avec € = 1 : il existe np e Ntel que Vn > ng, lu, —ul <1, dott u—1< u, < u+1. En particulier, Vi > ny,

up,>u—1.

On applique (2) avec M >0siu>letM—u+1siu<l1:ilexiste nytelqueVn>ny, v, >M—-u+12>0(car M > u—1).

1" cas : u > 1.1l existe n; tel que Vn > n;, v, > M. Posons ny = max(ng, n;). Pour n > ny :

Up+vy,>Ww—-1)+M2>=M.
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28me cag: 1 < 1. Il existe 1y tel que Vn > ny, v, > M — u+1> 0. Soit np = max(ng, 1), pour n > ny :
Up+vpz2w-1)+M-u+1)=M.

Dans tous les cas, on a trouvé ny e Ntel que Vn > nyp, u, + v, > M.
Ainsi lim (u, + v,) = +oo.
n—+oo
On suppose que lim u, =u€eR} et lim v, =+occ.But: lim (uy-v,)=+oco.
n—+oo n—+oo n—+oo

Ona:Ve>0,IngeN,Vn=>ng, lup,—ul<e Q)etVM>0,ImeN,Vn>n,v,>M (2).
. u I u ., . u 3u
Onapphque(l)avecz—::E>0:11ex1sten0€NtelqueVn>no,|u,,—u|<E,dou+5<un<7.

u
En particulier, Vn > ngy, u, > 2
. ,_2M .
On applique (2) en prenant M’ = — >0 au lieu de M.
u

2M
Il existe n; e Ntel que Vn > ny, v, > — >0.
u

Posons ny = max(ng, n;). Pourn > ny :

2M

Up Uy = — =M.
u

N

Enrésumé, VM >0,3dn, €N, Vn > ny, u, - v, > M.
Ainsi lim (uy,-v,) = +oco.
n—+oo
On suppose que lim u,=ueRet lim v, =+oco. Montrons que lim — =0.
n—+oo n—+oo n—+oo Y,

Fixons € > 0. On applique (1) avec € =1 : il existe ng e N tel que Vn > ng, |u, —ul <1, dolt |uy| <1+ |ul.

1
On applique (2) en prenant M = ——— > 0 au lieu de M.
e(1+ul)
1

Alors il existe ny eNtelque Vn > ny, vy, > ———— >0
e+ |ul)
Posons ny = max(ng, n;). Pourn > ny :

Un

Un

[unl  1+ul
=—<

Un n

<(Q+|ul)-e(1+|u|) =e¢.

— | <e&.Ainsi lim — =0.
n—+oo y,

Enrésumé:Ve>0,3In, eN, Vn > ny,

Un
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3.4 Sous-suites d’'une suite

Soit (u#,) une suite de nombres réels.

Définition 3.22 : (Sous-suite)
On appelle sous-suite de (u,) toute suite infinie obtenue en ne conservant que certains termes.

Exemple :
Suite : ug, uy, up, U3, ug, Us, Ug, U7, Ug, ...

Sous-suite : u;, Uy, Us, Ug, Ug, ...

Le terme de rang n € N de la sous-suite correspond au terme de rang ¢(n) de la suite initiale. Dans I'exemple :
pO) =1, e1)=2, ¢@2)=5 ¢B)=6, ¢4)=8.

On définit ainsi une application ¢ : N — N qui vérifie Vne N, ¢(n+1) > ¢(n),i.e. o :N—N

est strictement croissante.

Définition 3.23 : (Extractrice)
Une telle application est appelée extractrice.

On peut alors noter la sous-suite sous la forme (ugp(n)) nen-

Exemple :

N—N
U, = (D" ¢: (Upm) = (uzp) : sous-suite des termes de rang pair. up, = (-1)*" = (-1)»)" =1: cest la
p—2n

sous-suite constante égale a 1.

-n"*: 1,-1,1,-1,1,-1,... rang 0,1,2,3,4,...

ﬂ‘f’(’”) =(uzn):1,1,1,...avec ¢(0) =0, p(2) =2n.

Propriété 3.24 : (Limite d'une sous-suite)

Soit (u,,) une suite convergente. Alors toute sous-suite (u(»)) de (u,) converge vers la méme limite que (uy,).

Preuve :

Lemme: Si ¢ : N — N est une extractrice, alors Vn e N, ¢(n) > n. Preuve par récurrence : ¢(0) € N donc ¢(0) > 0. HR : si
@m)=>2nmeN),alorsp(n+1)>@m) ouprn+1)eN,doncepn+1)>¢pn)+1>n+1.

Soite>0.3ngeN,Vn = ng, |u, — ul <& (olt u =limy,— 100 Uy).

Prenons n > nyg. Comme ¢ est /', on a ¢(n) = ¢(ngy) = no.

Donc |ug) — ul <e.

Enrésumé: Ve >0,3Ing €N, Vn 2> ng, [Upm — ul <&, i.e. (Upy) converge vers u.
Corolaire 3.25 : (Critere de divergence)

Pour démontrer qu’une suite (u,) diverge, il suffit de démontrer que (u,,) posséde deux sous-suites qui convergent vers des

limites différentes.
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Exemple :
up = (=1)". (uzy) est constante a1 : lirP Uy, =1 (sous-suite termes pairs). (42,+1) est constantea —1: liIP Uppt1 =—1
n—+oo n—-+oo

(sous-suite termes impairs).

Les deux limites sont différentes, donc (u,) = ((—1)") diverge.
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Chapitre 4

Limites de fonctions

4.1 Notion de limite

4.1.1 Limites en oo d'une fonction
Soient D cR et f: D — R une application.

Définition 4.1 : (Point adhérent a l'infini)
On dit que +oo est un point adhérent a D si

VaeR:, la,+oolnD#g.

De méme, —oo est un point adhérent a D si

l:: VaeR;, ]-oo,—alnD#¢@.

On démontre que +oo est adhérent a D si et seulement s’il existe une suite (x;), d' éléments de D telle que

lim x, = +oo.
n—+oo

On note +oo € D pour dire que +oo est adhérent a D.

On suppose que f: D — Ret +co€ D.

Définition 4.2 : (Limite en +oo)

On dit que f(x) admet pour limite ¢ € R lorsque x tend vers +oo si
Ve>0,3a>0,VxeD, x>a = |f(x)-{|<e.

Onnote lim f(x)=2¢.
X—+00

Exemple:
De maniere analogue, on dit que f(x) admet pour limite ¢ € R lorsque x tend vers —oo si

Ve>0,3a>0,VxeD, x<-a = |f(x)-{|<e.

Onnote lim f(x)=2¢.
X——00

On définit de méme les limites infinies en +oo :
— f(x) = +ooquand x — +o0siVM >0,3a>0, x>a = f(x) > M.

— f(x) > —ooquand x — +ocosiVM >0,3a>0, x>a = f(x) <-M.

Exemple :
x-1 —
Soit f(x) = ——, de domaine Dy = R*. On a +oo € R*.
X
1 1
On réécrit f(x)=1- 3 Montrons quexlirP fx)=1.Soite >0.Pour x>0:|f(x)—1]| = <
—+00

1 1
On choisit a = — : pour tout x > a, — <. Ainsi lim f(x) =1.
E X X—+00
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4.1.2 Limite en un point fini
On suppose maintenant que X € R est un point adhérent a D, c’est-a-dire
vn>0, lxo—n,xo+nlND#Q.

Définition 4.3 : (Limite en un point fini)

On dit que f(x) tend vers ¢ € R lorsque x tend vers X si
Ve>0,In>0,VxeD, |x—xl<n = |f(x)-¥|<e.

gnnote lim f(x)=2¢.
X— X0

Exemple :
. 1-cosx * — . P s s )
Soit f(x) = ——, Dy =R*, xo = 0€R*. Montrons que lln})f(x) =0. On utilise 'identité cos(26) =1 —2sin“0 :
x x—»
2sin?(Z
f(x)= J

Or |sinf| < 0], donc:

2| x*  |xl

<|—| — = —.
[f(x)] = x' 2 )

X
Soit € > 0. On pose 1 = 2¢. Pour x € R* avec |x]| <7 If(x)lsu<g:£.

2
!Donc lim f(x) =0.
x—0

Définition 4.4 : (Limite infinie en un point fini)

On dit que f(x) tend vers +oo lorsque x tend vers xo si

|:I VYM>0,3n>0,VxeD, |x—xl<n = f(x)>M.

Exemple :

1 1 1
fx) = = Dy = R*:ona lin(l)f(x) = +oo. Vérification. Soit M > 0. On pose n = ——. Pour |x| <7, on a x% < w donc
X X—

VM

1
EX):?>M.

Définition 4.5 : (Limite moins l'infini en un point fini)

On dit que f(x) tend vers —oo lorsque x tend vers xo si
|:I VM>0,3In>0,VxeD, |x—xl<n = f(x)<-M.

Exemple:
On dispose donc de 3 x 3 =9 cas pour une limite )lcin}lf(x) lorsque a € {xp, +00, —oc} et la limite est dans {¢ € R, +oo, —oc}.

Toutes les définitions suivent le méme schéma.
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4.1.3 Lien avec les limites de suites

Propriété 4.6 : (Caractérisation séquentielle des limites)

Soit f : D — R une application, a € D un point adhérent a D. Soit £ € R. Il y a équivalence entre les assertions :
@ lim f(x)=¢

|:I@ Pour toute suite (x,)zen d’éléments de D telle que lirP Xp=a,ona lirP flxp)=2¢.
n—+oo n—+oo

Preuve :

On selimiteaucas a€R, £ € R. (1) = (2). Par définition de la limite :

Ve>0,In>0,VxeD, |x—al<n = |f(x)-¥l|<e. (%)

Soit (x,,) dans D avec x,, — a. Soit € > 0 et n donné par (*). Puisque x,, — q, il existe ng tel que Vn = ny, |x;, — al <n. Alors

| f(xp) — ¢ <e.Donc f(x,) — ¢.(2) = (1). Par contraposée. Supposons —1(1) :

de>0,Vn>0,3xeD, |x—al<net|f(x)-¥l|=z¢.

1
:ilexistex,,eDtelquelx,,—al<n et|f(xp)—¥ll=ze.

+1
gors X, — a par théoréeme des gendarmes, mais (f(x,)) ne converge pas vers £. D’ou1 =1(2).

1
0] li i =
n applique ceci avec 1

Corolaire 4.7 : (Unicité de la limite d’'une fonction)
Eelle existe, la limite de f en a est unique.

Preuve :
Supposons li{rlnf =let li{rlnf = /. Soit (x,,) dans D avec x,, — a. Alors f(x,) — ¢ et f(x,) — £. Par unicité de la limite d’'une

suite: ¢ = 2.

Corolaire 4.8 : (Critére de non-existence de limite)

Pour prouver que lim f n’existe pas, il suffit de trouver deux suites (x,), et (X,), dans D telles que
a

I:I nLHPOO n = nLHPoo tn=a et nEIme(xn) 7 nl—i»r}-loof(xn)’

Exemple:

1
Soit f:R* - R, x— sin(;) (impaire, bornée par —1 et 1).

T
Posons x;, = ——. Alors x,;, — O et f(x;,) =sin|— +2nnr|=1.
" 5 +2nm " fxn) (2 )
- 1 - - .
Posons X, = ———. Alors X, — 0 et f(X,) =sin((n+1)m) =0.
(n+ 1w

_B’Iaprés le corollaire 2, f n’a pas de limite en 0.
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4.2 Opérations sur les limites de fonctions

Propriété 4.9 : (Opérations sur les limites de fonctions)
Soient f: D — Ret g: D — R deux applications, a € D. On suppose que [ et g admettent des limites (finies ou infinies)

lorsque x tend vers a.
(D Silim f +lim g n'est pas une forme indéterminée, alors f + g admet une limite en a et lim(f + g) =lim f +lim g.
a a a a a

(@ Si li}ln f: ligl g n'est pas une forme indéterminée, alors f - g admet une limite en a et li{ln( f-g= licrln f- ligl g.

m, f [ _limg f

i
|:|® Si lima p n’est pas une forme indéterminée, alors f/g posséde une limite en a et hfzn E = lim, g’

Exemple :

. . oo 0 . . R ,
Les formes indéterminées courantes sont : +oo — oo, 0 x co, —, o Dans ces cas, il faut procéder a une étude plus fine
(o]

Lfallctorisation, développements limités, regle de LHopital, etc.).

Preuve :

Preuve du point (1) — méthode directe On suppose ¢ = ligl feRetm= lillln geR.

Soit £ > 0. Il existe 177, 4 > 0 tels que pour x€ D :
lx—al<nm = |f0)-l1<5, |x-al<p = |gx)-m|<§.

Posons v =min(n;, ). Pour [x—al <v:

|:I (f+8)X)—-+m)=|f(x)-2l]+]|gx)—m|<e.

Preuve :

Preuve du point (1) — méthode des suites Soit (x,) dans D avec x,, — a. Alors f(x,) — ¢ et g(x,) — m, donc (f + g)(x,) =

g(.x") +g(xy) = ¢+ m.Dolu lizn(f+ g=0{+m.

Exemple :

-1
Calcul de lim M (forme indéterminée ).
x—+ 1 e

oo x2+x+
On divise par x? :

x(x-1)  1-1% 1_,
x2+x+1_1+%+iz X—too 1
X

Théoréme 4.10 : (Composition des limites)
Soient f:D —Retg:E—Ravec f(D)cE, etacD.

Si li}znf =bet lillgng =/, alors li;n(gOf) =/.
Preuve :

Soit (x,) dans D avec x, — a. Alors f(x,) — b (car lignf = b). Or (f(x,)) est dans E, donc par la proposition de lien

suites-limites appliquée a g : g(f(x)) — ¢.
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4.3 Relation d’ordre et limites

Définition 4.11 : (Voisinage)
Soit A(x) une assertion énoncée pour un réel x et xp € R. On dit que A(x) est vraie dans un voisinage de x, s’il existe r >0
tel que A(x) est vraie pour tout x €]xy — 1, X9 + [\ {xo}.

Pour f: D — R, on dit que f est définie au voisinage de x; s’il existe r > 0 tel que ]xp — 7, xo + [ \{xp} < D.
Propriété 4.12 : (Conservation de l'ordre par passage a la limite)

Soient f:D —Retg:D —R, ac D, telles que ligl fet li}zn g existent. Si f(x) < g(x) dans un voisinage de a, alors
L l 0 <l g2

Preuve :

/-
Posons ¢ =lim, f et m = lim, g. Supposons ¢ > m par 'absurde. On pose ¢ = . 0. Il existe n > 0 tel que pour

l+m l+m - -
lx—al<n:f(x)>l—-€e= etg(x)<m+e= — Donc f(x) > g(x), contradiction. Ainsi ¢ < m.

Théoréme 4.13 : (Théoreme des gendarmes (fonctions))

Soient f,g,h: D — Ret a€ D. On suppose que dans un voisinage de a,

fx) < gx) < h(x).

Silim f(x) = lim h(x) = ¢ € R, alors lim g(x) = ¢.
—a X—a X—a
Preuve :

Soit £ > 0.1l existe n >0 tel que pour [x—a|<n:f{—e< f(x) et h(x) < ¢ +E&.

Puisque f(x) = g(x) < h(x),onal—-e<gx) <{+e¢,soit|g(x)-¢|<e.
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4.4 Limites a gauche et a droite

Soit f: D — R et a € R un point d’adhérence de D.

On considére la restriction de f a D n[a, +ool, notée fy 4, etla restriction a DN] - oo, a], notée fg 4.

Définition 4.14 : (Limites latérales)

— f admet une limite a droite de a si f; , admet une limiteen a: f(a*) = lim+ 0.
X—a

— f admet une limite a gauche de a si f; , admet une limiteen a: f(a™) = x]ll}zl_ fx).

Toutes les propriétés vues pour les limites se généralisent aux limites a gauche et a droite.

Propriété 4.15 : (Existence de la limite et limites latérales)
Soit f: D — R, a€ D. f posséde une limite en a si et seulement si f posséde une limite 4 gauche et a droite de a qui sont
égales :

lim f(x) existe < f(a") = f(a™).

gans ce cas ;Er}lf(x) =f(a") = f(a*).

Propriété 4.16 : (Limites des fonctions monotones)
Soient a< bet f:]a, b[ — R croissante.

Soit c €]a, bl. Alors f admet une limite a gauche et a droite en c:

|:I flcT)= sup f(x)< flc) sxeiﬁfb[ fx) = f(ch.

x€la,c|

Preuve :

Lensemble {f(x) | x €]a, c[} est non vide et majoré par f(c), donc admet une borne supérieure s < f(c).
Montrons que f(x) — s quand x — ¢™. Soit € > 0. Il existe xg €]a, c[ tel que f(xp) > s— €. Posons = ¢ — xy. Pour x €]a, c[
avec |[x—c| <n,onax > xy, donc f(x) = f(xg) > s—¢€. Et f(x) <s. Ainsi | f(x)—s| <€, d’ou f(c™) = s. Raisonnement analogue

pour f(c*).
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4.5 Continuité

4.5.1 Définition et premieres propriétés

Définition 4.17 : (Continuité en un point)

Soit f: D — Ret xp € D. On dit que f est continue en x si
lim f(x) = f(x0),

c’est-a-dire :

Ve>0,In>0,VxeD, |x—xl<n = |f(x)-f(xo)l<e.

On dit que f est continue sur D si f est continue en tout point de D.

Exemple:
La continuité en xy exprime que f(x) est proche de f(xp) dés que x est proche de xp. C’est une propriété locale.

!Trois conditions sont requises : f(xp) est défini, lim f(x) existe, et cette limite vaut f(xp).
X— X0

Par la caractérisation séquentielle : f est continue en x; si et seulement si pour toute suite (x,) dans D avec x,, — Xp, on a

fxn) = f(x0).

Définition 4.18 : (Continuité latérale)

— [ est continue a droite en X si lim+ f(x) = f(x0).
X"XO
— f estcontinue a gauche en xp si lim f(x) = f(x).
x—»xo

[ est continue en x si et seulement si elle est a la fois continue a gauche et a droite en xjp.

Exemple :

(1) Tout polyndéme est continu sur R.

(2) Toute fraction rationnelle P/Q est continue sur R\ {Q = 0}.

(3) Les fonctions sin, cos, exp, In sont continues sur leur domaine.
(4) Lafonction valeur absolue x — |x| est continue sur R.

(5) Lafonction partie entiére x — | x| est continue sur R\Z et posséde entout n € Zunsaut: |[n~] =n-1let|n*] =n=|n|,

! donc elle est continue a droite mais pas a gauche en chaque entier.
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4.5.2 Opérations sur les fonctions continues

Propriété 4.19 : (Opérations sur les fonctions continues)

Soient f,g: D — R continues en xp € D, et A € R. Alors :
(1) f+getAf sontcontinuesen xo;

(2) f-gestcontinue en xg;

|:|(3) si g(xp) #0, alors f/g est continue en xp.

Propriété 4.20 : (Continuité de la composée)

|gilf : D — R est continue en xy et g: E — R (avec f(D) c E) est continue en f(xp), alors go f est continue en xp.

4.5.3 Prolongement par continuité

Définition 4.21 : (Prolongement par continuité)

Soit f: D — R et xp ¢ D un point adhérent a D. On dit que f admet un prolongement par continuité en x s'’il existe
/= JCan)}o fx) eR.

La fonction f: DU {xo} — R définie par f(x) = f(x) si x # xo et f(x) = £ est alors continue en xo.

Exemple :
sinx " . . sinx L ~
! fx) = —~ sur R*. Puisque hn(l) —~ - 1, on prolonge f par continuité en 0 en posant f(0) = 1.
X—

4.5.4 Théoreme des valeurs intermédiaires

Théoreme 4.22 : (Théoréme des valeurs intermédiaires)
@ient a<bet f:[a, b] — R continue. Pour tout k compris entre f(a) et f(b), il existe c € [a, b] tel que f(c) = k.

Preuve :

Preuve par dichotomie (cas f(a) < k < f (b)) On construit deux suites (a,) et (by) par récurrence :
ap + by

2

— Si f(my) < k, onpose a,+1 = my et by, = by,.

— a():a,bo:b,n’L():

— Sinon, a,+1 = a, et by 1 = my,.

b-a
— 0.

On a toujours f(a,) <k<f(b,) etb,—a, =

Les suites (ay,) et (by) sont adjacentes, elles convergent vers le méme réel c € [a, b].

gr continuité de f et passage alalimite dans f(a,) <k < f(by) : f(c) =k.

Corolaire 4.23 : (Corollaire du TVI (racine))
Si f:[a, b] — R est continue avec f(a) et f(b) de signes opposés, alors Ic €]a, b| tel que f(c) =0.
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Exemple :

Le polynéme P(x) = x> — 2x — 5 admet une racine dans ]2, 3[.
Eneffet, P(2) =8-4-5=-1<0et P(3) =27—6—-5=16 > 0. Comme P est continue et P(2)-P(3) < 0, le TVI assure 'existence
de c€]2,3[ avec P(c) =0.

Théoréme 4.24 : (Image d'un intervalle par une fonction continue)

Limage d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

4.5.5 Théoreme des bornes atteintes

Théoréme 4.25 : (Théoréme des bornes atteintes)
Soit f: [a, b] — R une fonction continue sur un segment. Alors f est bornée et atteint ses bornes : il existe Xmin, Xmax € [, D]

tels que

[ (Xmin) =min f et [ (Xmax) =max f.
[a,b] [a,b]

Preuve :

Ftape 1 : f est bornée. Si f n’est pas bornée supérieurement, il existe (x,) dans [a, b] avec f(x;) = n. Par Bolzano-
Weierstral3, (x,) admet une sous-suite (X)) convergeant vers c € [a, b]. Par continuité, f(x,) — f(c) € R, contradiction
avec f(x,) — +oo. Etape 2 : le maximum est atteint. Posons M = supy, p f- Il existe (x,,) dans [a, b] avec f(x,) — M. Par

Bolzano-WeierstraR3, on extrait (Xy () — Xmax € [, b]. Par continuité, f(xmax) = M.

Le raisonnement est symétrique pour le minimum.

4.5.6 Théoreme de la bijection

Théoréme 4.26 : (Théoreme de la bijection continue)

Soient a < bet f: [a, b] — R continue et strictement monotone. Alors :
(1) f réalise une bijection de [a, b] sur [f(a), f ()] (si croissante) ou [ f (D), f (a)] (si décroissante).

(2) La bijection réciproque f~! est continue et strictement monotone dans le méme sens.

Preuve :

Linjectivité découle de la monotonie stricte. La surjectivité découle du TVI (toute valeur entre f(a) et f(b) est atteinte). La
continuité de f~! découle du fait qu'une bijection strictement monotone sur un intervalle dont I'image est un intervalle est

nécessairement continue (propriété caractéristique des intervalles).

Exemple:

1/

(1) x— x™ (n=1) est bijective de [0, +ool sur [0, +oo[, de réciproque x — x'" continue.

(2) exp:R —]0,+ool est bijective, de réciproque In continue sur ]0, +ool.

|:I(3) sin: [—%, %] — [—1,1] est bijective, de réciproque arcsin continue sur [-1, 1].
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