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Université de Rouen

Mathématiques Analyse 2.
L1 M.LE.EA. Fiche n°1.
Année 2012-2013 Limites de fonctions.
Exercice 1.

Calculer les limites suivantes :
@ limy_ 400
@ limy—.-

(-x*-2x*+x+1)
(-
® hmxﬂﬂ,o( 2x2+1-— Zx)
(Vs

-3x%+3x+9)

@ limyyoo (VX2 +1 )

® nqu_m(\/m +3x)

® lim,o(£52)

@ limye (5255

lim o0 (V4 VX~ V3

® limy oo (VA2 +3x-1- V211

3X
: et +2x+7
llmxam(—euﬂ )

L

Exercice 2.

On rappelle que lim,_q (82£) = 1.

Calculer les limites suivantes :
@ limy_o (22X)
@ lim,_ (2nx)
® limy—o (2 )

(=2
(2
(5

© timo (dneshsz)
(=
(s

sin x+sin5x

@ limy_g cos X )
® limye_o tanx— smx )

@ lim,_.x (4xtan(2x) —

woex)

L

Exercice 3.
Déterminer les constantes a et b pour que la fonction f de R dans R définie ci-dessous soit continue sur R.

x2 six<1

f=Sax+b sil<x<2

x3 six>2




Exercice 4.
Déterminer si les fonctions définies ci-dessous sont prolongeables par continuité en 0.

@O wmx=1
® uz(x):ﬁ
® ug(x):xsin(;lc)

@ usx)=E(3)

|:|® us(x) = xE(5)

Exercice 5.
La fonction définie sur R\ {—1;0} par :
2xIn|x|

fa=1-x==r5

Eut-el]e étre prolongée par continuité en —1?en 0?
Exercice 6.
Déterminer si les assertions suivantes sont vraies :
(D) Lasomme de deux fonctions continues en un point est continue en ce point.
La somme d'une fonction continue en un point et d'une fonction discontinue en ce point est discontinue en ce point.
La somme de deux fonctions discontinues en un point est discontinue en ce point.

La somme de deux fonctions discontinues en un point est continue en ce point.

@ ® 6 O

Le produit de deux fonctions continues en un point est continue en ce point.

! (6) Le produit d'une fonction continue en un point et d’'une fonction discontinue en ce point est discontinue en ce point.

Exercice 7.
Soit f:R — R une fonction continue en 0 telle que, pour tout xe R, on a f(2x) = f(x).
X

(O Montrer que, pour tout x € Ret tout n €N, ona f(x) = f(37).

(2 En déduire que f est constante.

Exercice 8.
Soit f:R — R une fonction continue telle que f(x+ y) = f(x) + f(y) pour tous x, y € R.

(D Montrer que f(0) =0 et que f est une fonction impaire.

(» Montrer que, pour tout x e Ret tout n € Z, ona f(nx) = nf(x).
_f®
=L=

(3 Montrer que, pour tout x € Ret tout n€ N*, on a f (3)

(® Montrer que, pour tout x € Q, ona f(x) = xf(1).

|:,® Montrer que, pour tout x € R, ona f(x) = xf(1).



Exercice 9.

Montrer que la fonction y définie par :
1 sixe@
xX(x) =
0 sixeR\Q
gt discontinue en tout point de R.
Exercice 10.
On consideére la fonction f définie sur [0,1] par:
1-x sixeQ
fl)=

X sixeR\Q

() Etudier la continuité de la fonction f en x = %

I:,@ Ftudier la continuité de la fonction f sur [0, 1].

Exercice 11.
Soit f : R — R une fonction continue, T-périodique, avec T > 0.

!Montrer que si f a une limite finie en +oo alors f est constante.



Université de Rouen
Mathématiques

L1 M.ILE.EA.

Année 2012-2013

Analyse 2.
Corrigé de la fiche n°1.
Limites de fonctions.

Exercice 1.
Calculer les limites suivantes :

@ limyjoo (—2* —2x% + x+1)
@ limy oo (-
® hmx_,+oo( 2x2+1— Zx)
® llmxﬂﬂ,o( +1- )

® limx_,_oo(\/m+3x)

® lim, (5222

@ limxﬂl(%)

iMoo (VA + VX - VA

® limx_,_oo(\/x2+3x—l—\/x2+l)

3X
: e 4+2x+7
llmpm(—euﬂ )

3x3+3x+9)

L

Correction de I'exercice 1.
() Limitede —x3—2x%+x+1en+oo:

On a une forme indéterminée oo — co.

Pour tout x # 0, on factorise par X3

On sait que :

lim x
X—+00

Par produit, on en déduit que :

2 Limitede -3x>+3x+9en —oo:

On a une forme indéterminée.

Pour tout x # 0, on factorise par X3

On sait que :

X——00

2
—x3—2x2+x+1=x3(—1——+—+—
X

3:+oo et

lim x

1 1

xz  x3

lim =-1
X—+00

(1 2+1+1
x x2 x3

lim (-x*-2x*+x+1)=-o0
P

3 9
-3x3+3x+9=x° (—3+—2+—3)
X X

3

. 3 9
=—oco et lim |-3+—5+—5[=-3
x——00 x> x



Par produit, on en déduit que :

lim (-3x*+3x+9) = +oo
X——00

(® Limitede vV2x2+1-2xen +oo:
On a une forme indéterminée co — co.
Méthode 1 : Quantité conjuguée

Pour tout x > 0, on utilise la quantité conjuguée :

(\/2x2+1—2x) (\/2x2+1+2x)
V2x2+1+2x

_2x*+1-4x7

- V2x2+1+2x

o 1-2x?

- V2x2+1+2x

au numérateur et par x au dénominateur :

2x2+1-2x=

Pour tout x > 0, on factorise par x2

1-2x? xz(#—Z)
V2xZ+1+2x x( /2+x_12+2)

L -2

x2

,/2+x—12+2

=X X

On sait que :

. ) -2
lim x=+0c0 et lim 0

—+ —+ /
X—+00 X—+00 2+%+2 \/§+2

Par produit, on en déduit que :
lim (\/ 2x2+1- 2x) =—00
X—+00

Méthode 2 : Factorisation par x°

2 sous la racine :

1

V2x2+1=4/x? 2+—2)
\ x
1

=x[\/2+ =
2

Pour tout x > 0, on factorise par x

On peut alors réécrire |'expression :

1
\/2x2+1—2x=x\/2+—2—2x
x
_ 1
=X 2+?—2

On sait que :

Par composition avec la fonction racine carrée, qui est continue en 2, on en déduit que :

1
lim 2+—2=\/§
X

X—+00



Par différence, on obtient :

1
lim (\/2+—2—2)=\/§—2<0
X—+00 X

Et on sait que :

lim x=+o0
X—+00

Par produit d'une limite tendant vers +oo par une limite strictement négative, on en déduit que :

lim ( 2x2+1—2x):—oo

X—+00
(» Limitede Vx2+1—xen+oco:
On a une forme indéterminée.

Pour tout x > 0, on utilise la quantité conjuguée :

(\/x2+1—x)(\/x2+1+x)

xX2+1+x
+1-x2

X2+1-x=

xX2+1+x
1

xX2+1+x

On sait que :

lim Vx2+1=+0c0 et lim x=+oco
X—+00

X—+00

Par somme, on en déduit que :

lim (Vx2+1+x)=+oo

X—+00

Par quotient, on obtient :

lim (\/x2+1—x)= lim

X—+00 X—+o00 x2+1+x

=0

(® Limitede v4x2+1+3xen—oo:
On a une forme indéterminée.
Méthode 1 : Quantité conjuguée

Pour tout x < 0, on utilise la quantité conjuguée :

Vi (\/4x2+1+3x) (\/4x2+1—3x)
4x“+1+3x= \/m—?)x
_4x*+1-9x7
 VaxZ+1-3x
_ 1-5x7
C VaxZ+1-3x

2

Pour tout x <0, on a vV x* = —x. On factorise par x~ au numérateur et par —x au dénominateur :

1-5x2 xz(x—lz—5)

Vax2+1-3x _x( /4+é+3)



On sait que :

1
. _ Al -5
th —-x=+0c0 et th =2+3:_1<0
oo oo
\/4+é+3

Par produit, on en déduit que :

lim (\/ 4x2+1+ 3x) =—00

X——00
Méthode 2 : Factorisation par x°

Pour tout x < 0, on factorise par x? sous la racine :

1
Vax?+1=4/x? 4+—2)
\/ x

=V 1+ =
X

||4+1
=X _—
x2

Puisque x — —o0, on a x < 0, ce qui implique | x| = —x. On peut alors réécrire I'expression :
1
Vax2+1+3x=-x\/4+— +3x
X

e

. 1
lim —=0
X——00 X

On sait que:

Par composition avec la fonction racine carrée, qui est continue en 4, on en déduit que :

1
lim 4+—2=\/Z=2
X——00 X

1
lim (—\/4+—2+3) =-24+3=1>0
X——00 X

Par différence, on obtient :

Et on sait que :

lim x=-o00
X——00

Par produit d’'une limite tendant vers —oo par une limite strictement positive, on en déduit que :

lim (\/4x2+1+3x) =-00

X——00

L. X +x-2
Limitede ————en -2:
2x2-8

On a une forme indéterminée 2

6 .
Factorisons le numérateur et le dénominateur.

Pour le numérateur, —2 est racine de x2 + x — 2. On factorise :

PHx-2=x+2)(x-1)



Pour le dénominateur :
2x*-8=2(x*-4)=2(x-2) (x+2)

Pour tout x # -2,0on a:

X¥+x-2  (x+2)(x-1)
2x2-8  2(x-2)(x+2)

_ox-1
S 2(x-2)
On en déduit que :
xX2+x-2 x-1
im —— = lim ———
x—-2 2x2-8 x—-22(x—-2)
_—2-1
S 2(-2-2)
_ -3
T -8
3
"8
(@ Limite deM enl:
x4 -2x2+1

On a une forme indéterminée g. Factorisons le numeérateur et le dénominateur.

Pour le numérateur, 1 est racine de x3 — 3x + 2. On factorise par (x—1):

Division euclidienne :

x°=3x+2 | x-1

—(x*-x%) | X*+x-2 +x-2 | x-1
x2—-3x+2 —(x®-x) | x+2
—(x*-x) 2x-2
—2x+2 -(2x-2)
—(—2x+2) 0

0

¥ -3x+2=(x-1)(x*+x-2)
=x-1Dx-1)(x+2)
= (x—1?(x+2)
Pour le dénominateur, soit on refait des divisions euclidiennes par (x — 1), soit on reconnait une identité remarquable :

xt-2x%+1 (2) —2xx’x1+1?

= (x*-1)*
=((x- Uu+n)

=x-D%x+1)?

10



Pourtoutx#1,ona:

B-3x+2  (x-D*(x+2)
xt-2x2+1 (x-D?(x+1)?

_ox+2
C(x+1)2
On en déduit que :
o x3-3x+2 . x+2
lim ————=lim ——
x—1x*=2x+1 x—1(x+1)
142
S (1+1)2
3
T4

Limitede /x++/x—/Xxen +oo:
On a une forme indéterminée.

Pour tout x > 0, on utilise la quantité conjuguée :

N \/__(\/x+\/}—\/§)(\/x+\/}+\/})
X+vVx—vx= Nerw e
X+yx—-x

VI+yVx+x
___Vx

VI+VX+x

Pour tout x > 0, on factorise par v/x au dénominateur :

VE VX
VaVEeVE VE 1+ LR
NE:

AR

1

1
‘/1+\/—;C+1

On sait que :
lim —=0
X—+00 /X
Par composition, on en déduit que :
li VE \/—) 1 1
im X+VX—-VX|=—==
X—+oo V1+0+1 2

® Limitede Vx2+3x—1-vx?+1en-oo:
On regroupe les termes avec racines.

Pour tout x <0 tel que X% +3x >0 (c'est-a-dire x < —3), on utilise la quantité conjuguée sur vVx?+3x—vVxZ+1:
(\/x2+3x—\/x2+ 1) (\/x2+3x+ V2 + 1)
Vx2+3x+Vxi+1

xX2+3x—x2-1

VR34 VA2 +1
3x—-1

V2 43x+Vx2+1

VxZ+3x—-Vx2+1=

11



Pour tout x <0, on a vV x* = —x. On factorise par x au numérateur et par —x au dénominateur :

3x-1 B x(3-1)
Va2 +3x+vVxZ+1 @\/@H/p\/@
_ *(3-3)
) el 1+ 24120 14
x(3-3)

On sait que :

.1 .3 o1
Iim —=0 et lim —=0 et lim — =0
X——00 X X——00 X X——00 X

Par composition et opérations, on en déduit que :

3 3

li 2 _ 2 1= =_Z
xirpoo(\/x +3x \/x +J it 2

Par somme, on obtient :

lim( x2+3x—1—M)=_g_ =_§

X——00

3x
.. et +2x+7
Limite de —————  en +o00:
eX +

e—x
On a une forme indéterminée %

Pour tout x € R, on factorise par e3* au numérateur et par e* au dénominateur :
S +2x+7 e (1+2xe 3 +7¢7%)
eX+e* e*(1+e2%)
oy L+2xe ™3 +7¢73%
X
1+e72x

D’apres les croissances comparées, on sait que :

lim xe3*=0 et lim ¢3=0 et lim e 2 =0
X—+00 X—+00 X—+00

On en déduit que :

. 1+2xe 3% + 773
lim =1
X—+00 1+e 2%

Eton sait que:

lim e* = +o0
X—+00

Par produit, on en déduit que :

L 42x+7
llm _— =

x—+o0 eX¥4e™%

+00

12



Exercice 2.

On rappelle que lim,_o (82%) = 1

Calculer les limites suivantes :

)

® limy—o

(a2
(2
(&

© tim, o (Sneshss)
=
(

sinx+sin5x
1- cosx
® limy_g
@ hmx—»O tanx— smx)

@ limx_,% (4xtan(2x) —

cojsth )

L

Correction de I'exercice 2.
@ Pourtoutxe€|-7,5[telque x#0,0na:

tanx sinx 1
= X

X X COsSXx

On sait que :
. sinx .
lim——=1 et limcosx=1
x—0 X x—0

Par produit, on en déduit que :

anx sinx 1
1 = X
=0 X x—0\ x CoS X
=1x1
=1

® Pourtoutxe€ |-, 5[ telque x#0,0na:

tan5x sinb5x 1
X

sinx cos5x sinx

sinbx 5x X 1
= X — X - X
5x X sinx cosbx

sin5x X 1
X X X

5x sinx cosb5x

On sait que :
. sinbx . sinx .
lim =1 et lim——=1 et limcos5x=1
x—0 bx x—0 X x—0
Par produit, on en déduit que :
. tanbx . sin5x X 1
lim — =lim |5 x X —— X
x—0 sinx  x—0 5x sinx cos5x
=5x1x1x1
=5

(® On sait que:

lim (x* +1) =1

x—0

13



De plus, pour tout x # 0 au voisinage de 0, on a (sin x)2>0et:
lim (sinx)?> =0
x—0
Par quotient, on en déduit que :
x2+1

lim —— =
x—0 (sin x)

(@ Pour tout x tel que sinx + sin5x # 0, on divise le numérateur et le dénominateur par x :

. . sinx _ sin5x
sinx—sinbx Y —— -

_ X X
sinx +sin5x %Jr%
sinx _ SSinSx
R 5x
~ sinx sin5x
X +5 5x
On sait que :
. sinx . sinbx
lim——=1 et lim =1
x—0 X x—0 b5x

Par opérations sur les limites, on en déduit que :

sinx —sin5x _1-5x1

x=0sinx+sin5x 1+5x1
_ 4
6

2
3
(5) Méthode 1 : Quantité conjuguée

Pour tout x # 0, on multiplie le numérateur et le dénominateur par la quantité conjuguée 1 + cosx :

1—-cosx _ (1-cosx)(1+cosx)
x2 x%(1+cosx)

1— (cosx)?
" x2(1+cosx)
_ (sinx)?
" x2(1+cosx)

(sinx)2 1

= X
X 1+cosx
On sait que :
. sinx i
lim =1 et limcosx=1
x—0 x—0

Par opérations sur les limites, on en déduit que :

 1-cosx . sinx)? 1
lim ——— =1lim X

-0  x2 —o\\ x 1+cosx
1
:IZX
1+1
_ 1
T2

Méthode 2 : Utilisation d’'une identité trigonométrique

On rappelle I'identité trigonométrique suivante (formule de linéarisation) : pour tout a € R,

1-cos(2a) = 2 (sina)?

14



En posant a = %, on obtient pour tout x e R :
. X)2
1-cosx=2 (sm 5)

En utilisant I'identité précédente, on a pour tout x #0:

1-cosx 2 (sin%)?

x? x2
: X : X
sin¥ sinZ
—9x 2, 2
X X

On réécrit chaque fraction en faisant apparaitre 5 au dénominateur :

1—-cosx sin % sin

X xX
x2 2)(5

[\S}
X

X
YR T N

—
[22)
—
=

SR
»
—
=

(STES

On sait que :

lim —% =1
x—0 E
Par produit, on en déduit que :
. l—cosx . (1 siny sing
li —— =lim| - x— =
x—0 X x—0 5 5
=—x1x1
2
1
2
® Pourtoutxe]-%,%[telque x#0,0ona:
. sinx :
tanx—sinx o5y —SIX
x3 x3
. 1 _
_sinx(gez 1)
=—3
: 1-cosx
~ sin x (15528%)
= =
sinx 1-cosx
= X X
X x2 CoS X
D’apres la question précédente, on sait que :
. 1l—cosx 1
x—0 X 2
On sait également que :
. sinx .
lim =1 et limcosx=1
x—0 X x—0
Par produit, on en déduit que :
. tanx-sinx . sinx 1-cosx 1
lim 3 =lim X 5
x—0 X x—0 X X COsSXx

15



(@ On pose le changement de variable X = x —

Il
N =

= =

4
Z°

4

Lorsque x — %

,ona X — 0.
De plus, x = X + 7, donc2x =2X + 7.

On utilise les formules de trigonométrie :

tan (2x) = tan (2X+ g)

1

B tan2X
cos2X

sin2X
cos(2x) = cos (ZX + z)
2

=-sin2X

On aurait pu aussi utiliser la définition de tangente :

sin (2x)
cos (2x)
_ sin (2X + )
cos(2X + %)
cos2X
—sin2X
cos2X
sin2X

tan (2x) =

Lexpression devient :

T T cos2X T
4xtan (2x) — :4(X+—) -

CcoS2Xx 4\ sin2x —sin2X
_ (4X +m)cos2X N T
a sin2X sin2X
—4Xcos2X —mcos2X +m

sin2X
—4Xcos2X+m(l-cos2X)

sin2X

Pour tout X # 0 au voisinage de 0, on divise le numérateur et le dénominateur par 2X :

—4Xcos2X +m(1-cos2X) —2C0s2X+ l=gos2X
i B in2x
sin2X SHZIX

Etudions la limite de % lorsque X — 0.

On saitque 1 —cos2X =2 (sin X)2. Ainsi :

1-cos2X  2(sinX)?

2X 2X
sinX .
= x sin X
X
On sait que :
. osinX . .
lim =1 et limsinX=0
X—0 X—0

16



Par produit, on en déduit que :

. 1-cos2X
lim ——=0
X—0 2X

On sait également que :

. . sin2X
limcos2X=1 et lim =1
X—0 X-0 2X

Par opérations sur les limites, on en déduit que :

—2cos2X + ik
liII;l[ (4xtan 2x) - ) = lim X
x—Z COS2X X—0 -
_ —2x14mwx0
B 1
=-2

L

Exercice 3.
Déterminer les constantes a et b pour que la fonction f de R dans R définie ci-dessous soit continue sur R.

2

X six<1

fX)=Sax+b sil<x<?2

x3 six>2

L

Correction de I'exercice 3.
La fonction f est définie par morceaux a I’aide de fonctions polynémes, qui sont continues sur R.

Ainsi, f est continue sur ]—oo,1[, sur]1,2] et sur ]2, +ool.
Les seuls points ol la continuité n’est pas automatique sont les points de raccordement x = 1 et x = 2.
Continuitéen x=1:

Calculons la limite a gauche de fen1:
lim f(x)= lim x°
x—1- x—1-
=1
Calculons la limite a droite de fen1:
lim f(x) = lim (ax+b)
x—1* x—1*
=a+b
Lavaleurde fen1est:

fay=12

=1
La fonction f est continue en 1 si et seulement si la limite a gauche, la limite a droite et la valeur en 1 coincident, c’est-a-dire :

a+b=1

17



Continuitéen x=2:

Calculons la limite a gauche de fen2:
lim f(x) = lim (ax+b)
x—2" x—2"
=2a+b
Calculons la limite a droite de fen 2:

lim f(x)= lim X
x—2% x—2%

=8
Lavaleurde fen2est:
f@=23
=8
La fonction f est continue en 2 si et seulement si :
2a+b=8

Résolution du systéeme :
La fonction f est continue sur R si et seulement si les deux conditions précédentes sont simultanément vérifiées.
On obtient le systéme d’équations suivant :

a+b =1

2a+b =8

En soustrayant la premiére équation a la deuxiéme, on obtient :

(2a+b)—(a+b)=8-1

a=7
En remplacant a par 7 dans la premiére équation, on obtient :
7+b=1
b=-6

Conclusion :

La fonction f est continue sur R si et seulement si :

a=7 et b=-6

L

Exercice 4.
Déterminer si les fonctions définies ci-dessous sont prolongeables par continuité en 0.

O mx=1
@ uz(x) =75

G u3 (x):xsin[}—lc)
@

ug (x) =E(3)

X

18



|:® us (x) = XE (1)

Correction de I'exercice 4.
(O Etudions la limite de u; en 0.

On sait que :

La limite a droite n’est pas finie.

La fonction u; n’est donc pas prolongeable par continuité en 0.

@ Etudions lalimite de u, en 0.

Pour tout x >0, on a |x| = x, donc :

X X
U ()= —===1

| x|
Ainsi :
lim w, (x)=1
x—0%
Pour tout x<0,ona|x| =—x,donc:
X X
U (x)=—=—=-1
x| —x
Ainsi :

lim u, (x)=-1
x—0~

Les limites a gauche et a droite en 0 sont différentes.

La fonction u, n’est donc pas prolongeable par continuité en 0.

(3 Etudions lalimite de u3 en 0.

Pour tout x # 0, on sait que :
(1
—-1<sin|—|<1
X
En multipliant par |x| > 0, on obtient :
(1
=[x < |x[sin| — | < x|
X

Or, pour tout x #0 :

xsin(%)' = x|

1
- x| <xsin(—) < x|
X

1
sin(—)‘ < x|
X

Donc:

On sait que :
lim|x|=0 et lim(—|x])=0
x—0 x—0

Par le théoreme des gendarmes, on en déduit que :

1
lim xsin(—) =0
X

x—0
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La limite existe et est finie.

La fonction u3 est donc prolongeable par continuité en 0 en posant u3 (0) = 0.

Etudions la limite de u4 en 0.

Pour tout y€R, ona

E(y)<y<E(y)+1
Donc
y-1<E(y)<y
Pour x >0, ona§>0, donc:
1 1
——-1<E|-
X x
On sait que :
. 1
lim (— - 1) =+o00
x—0* \ X
Par comparaison, on en déduit que :
. 1
lim E (—) = +00
x—0% X
La limite a droite n’est pas finie.

La fonction u4 n’est donc pas prolongeable par continuité en 0.

Etudions la limite de us5 en 0.

Pour tout y €R, on a
E(y)<y<E(y)+1
¥y <E(y)+1implique que y— 1 < E(y). Comme E(y) < y on a par transitivité de la relation d’ordre :

y-1<E(y)<y

En posant y = % avec x # 0, on obtient :

Limite a droite :

Pour x > 0, en multipliant par x > 0, les inégalités sont conservées :
1
l1-x<xE|—|<L1
On sait que:
lim 1-x)=1
x—0%

Par le théoreme des gendarmes, on en déduit que :

1
lim xE(—) =1
x—0* X
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Limite a gauche:

Pour x < 0, en multipliant par x < 0, les inégalités s’inversent :
1
1-x>xE|—|>1
X
On sait que :
Iim (1-x)=1
x—0~
Par le théoreme des gendarmes, on en déduit que :
. 1
lim xE|—-|=1
x—0" X

Les limites a gauche et a droite en 0 sont égales a 1.

Exercice 5.

La fonction définie sur R\ {—1;0} par:

2xIn|x|
x+1

f)=1-x-

!peut—el]e étre prolongée par continuité en —1?en 0?

Correction de 'exercice 5.
La fonction f est définie sur R\ {—1;0}.

Prolongement par continuité en —1:
Etudions la limite de f en —1.

Posons le changement de variable h = x + 1.
Lorsque x — —1,ona h — 0.

Deplus, x=h-1.

Lexpression de f (x) devient :

2(h—1Inlh-1|
h

-1
=2—h—2thn|h—1|

f@=1-(h-1)-

Pour h au voisinagede 0,onakh—1<0,donc |h—1|=1-h.

On peut alors réécrire :

f(x)=2—h—2(1—%)ln(1—h)

In(1-h
—2-h-2In(-h+220=N

On sait que:
Iim@2-h)=2 et limln(1-h)=0
h—0 h—0

De plus, on connait la limite usuelle :

lim In(1+h) _q
h—0 h

En posant X = —h, lorsque h — 0,ona X — 0, et:

In(l-h) _In(+X) _ In(1+X)
o -x X

21

|:I La fonction u5 est donc prolongeable par continuité en 0 en posant us (0) = 1.



On en déduit que :

. In(-h)
lim ——— =
h—0

Par opérations sur les limites, on obtient :

In(1-h)

li =lim|2-h-2In(1- 2
Jlim f(x) hlil}) h n(l-h)+ 7
=2-0-2x0+2x(-1)

=0

La limite de f en —1 existe et est finie.

La fonction f est donc prolongeable par continuité en —1 en posant f (—1) =0.
Prolongement par continuité en 0 :

Etudions la limite de f en 0.

Pour tout x € R\ {—1;0}, on peut écrire :

x xIn|x|

2
X)=1-x-
f x+1
On sait que :
. ) 2
Iim(1-x)=1 et lim——=2
x—0 x—0x+1
De plus, d’apres les croissances comparées, on sait que :

limxIn|x|=0
x—0

Par produit, on en déduit que :

2
lim xxln|x|=2x0=0
x—0x+1

Par somme, on obtient :

2
lim f(x)=lim|1-x— x xIn|x|
x—0 x—0 x+1
=1-0-0
=1

La limite de f en 0 existe et est finie.

E fonction f est donc prolongeable par continuité en 0 en posant f (0) = 1.

Exercice 6.
Déterminer siles assertions suivantes sont vraies :

(D) Lasomme de deux fonctions continues en un point est continue en ce point.
La somme d'une fonction continue en un point et d'une fonction discontinue en ce point est discontinue en ce point.
La somme de deux fonctions discontinues en un point est discontinue en ce point.

La somme de deux fonctions discontinues en un point est continue en ce point.

@ ® 6 O

Le produit de deux fonctions continues en un point est continue en ce point.

Le produit d'une fonction continue en un point et d'une fonction discontinue en ce point est discontinue en ce point.

r
®
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Correction de I'exercice 6.
@ Vraie.

C’est un résultat classique : la somme de deux fonctions continues en un point est continue en ce point.
Plus précisément, si f et g sont deux fonctions continues en a, alors )lcl_rg fx)=f(a)et )lcl_rg g(x)=gl(a).
Par somme des limites, on obtient :
lim (f +g) (x) = lim £ (x) + lim g (x)
=fl@+g@
=(f+8)@
La fonction f + g est donc continue en a.
(2 Vraie.
Démontrons ce résultat par 'absurde.
Soient f une fonction continue en a et g une fonction discontinue en a.
Supposons que la fonction f + g soit continue en a.
On peut écrire g = (f+g) - f.
La fonction f + g est continue en a par hypothese, et la fonction f est continue en a par hypothése.
Par différence de deux fonctions continues en a, la fonction g serait continue en a.
Cela contredit '’hypothese selon laquelle g est discontinue en a.
Par conséquent, la fonction f + g est discontinue en a.
(3 Fausse.
La somme de deux fonctions discontinues en un point n’est pas nécessairement discontinue en ce point.
Donnons un contre-exemple pour montrer que la négation de I’assertion est vraie.

Soient les fonctions f et g définies sur R par:

1 six>0 -1 six>0
fx)= et g(x)=
-1 six<0 1 six<0
La fonction f est discontinue en 0 car :
lim f(x)=1 et lim f(x)=-1
x—07* x—0~
Les limites a gauche et a droite en 0 sont différentes.
De méme, la fonction g est discontinue en 0 car :
lim g(x)=-1 et lim gx)=1
xﬁmg( ) lim g(x)
Les limites a gauche et a droite en 0 sont différentes.
Cependant, pour tout xeR, ona:

(f+8) M =f)+gx)=0

La fonction f + g estla fonction nulle, qui est continue sur R, et en particulier en 0.

() Fausse.

La somme de deux fonctions discontinues en un point n’est pas nécessairement continue en ce point.
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Reprenons le contre-exemple de la question précédente avec une modification.

Soient les fonctions f et g définies sur R par :

1 six>0 2 six>0
fx)= et glx)=
-1 six<0 -2 six<0

Les fonctions f et g sont toutes les deux discontinues en 0.

Cependant, pour tout xeR, on a:

3 six>0
(f+8) ()=

-3 six<0
La fonction f + g est discontinue en 0 car :
Jim, (f+8)x =3 et lim (f+g)(x)=-3
Les limites a gauche et a droite en 0 sont différentes.
(® Vraie.
C’est un résultat classique : le produit de deux fonctions continues en un point est continue en ce point.

Plus précisément, si f et g sont deux fonctions continues en a, alors lim f (x) = f (a) et lim g (x) = g (a).
X—a X—a

Par produit des limites, on obtient :

lim (f x g) (x) = lim £ (x) x lim g (x)
=f(a)xg(@
=(fx8)@

La fonction f x g est donc continue en a.

(6) Fausse.

Le produit d'une fonction continue en un point et d'une fonction discontinue en ce point n’est pas nécessairement

discontinue en ce point.

Donnons un contre-exemple.

Soit f la fonction nulle définie sur R par f (x) = 0 pour tout x € R.
La fonction f est continue sur R, et en particulier en 0.

Soit g la fonction définie sur R par :

1 six>0
gx) =
-1 six<O0

La fonction g est discontinue en 0 car :
lim g(x)=1 et lim g(x)=-1
x—0% x—0"

Les limites a gauche et a droite en 0 sont différentes.

Cependant, pour tout xe R, on a:
(fxg)0=f)xgx)=0xg(x)=0

La fonction f x g estla fonction nulle, qui est continue sur R, et en particulier en 0.
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Exercice 7.
Soit f:R — R une fonction continue en 0 telle que, pour tout xe R, on a f(2x) = f(x).

(O Montrer que, pour tout x € Ret tout 7€ N, ona f(x) = f(37).

(@ En déduire que f est constante.

E:orrection de I’exercice 7.

Exercice 8.
Soit f:R — R une fonction continue telle que f(x+ y) = f(x) + f(y) pour tous x, y € R.

(D Montrer que f(0) =0 et que f est une fonction impaire.

(@ Montrer que, pour tout x e Ret tout n € Z, ona f(nx) = nf(x).

(3 Montrer que, pour tout x € Ret tout n€N*, ona f(%) = %
(9 Montrer que, pour tout x € Q, ona f(x) = xf(1).
|:,® Montrer que, pour tout x € R, ona f(x) = xf(1).
I(E'Irection de I'exercice 8.
Exercice 9.
Montrer que la fonction y définie par :
1 sixe@
x(x) =
0 sixeR\Q
gt discontinue en tout point de R.

Iﬁiorrection de I'exercice 9.

Exercice 10.
On consideére la fonction f définie sur [0,1] par:

1-x sixeQ
fx)=
X sixeR\Q

(» FEtudier la continuité de la fonction f en x = %

I:,@ Ftudier la continuité de la fonction f sur [0, 1].

Iﬁiorrection de I'exercice 10.

Exercice 11.
Soit f:R — R une fonction continue, T-périodique, avec T > 0.

Montrer que si f a une limite finie en +oo alors f est constante.
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Iﬁiorrection de l'exercice 11.
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Université de Rouen

Mathématiques Analyse 2.
L1 M.LE.EA. Fiche n°2.
Année 2012-2013 Fonctions continues sur un intervalle.

Exercice 1.
Soit f une fonction définie sur un intervalle I, et soit [a; b] < I.

Les assertions suivantes sont-elles équivalentes?

(D Larestriction de f a [a; b] est continue.

! (@ f estcontinue en tout point de [a; b].

Exercice 2.
Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I.

(O Montrer que

sup(f,g) = ﬂ%lf_g' et inf(f,g)= ﬂg—flf—gl

@ Les fonctions sup (f, g) et inf(f, g) sont-elles continues?

® Exprimer les fonctions f* =sup (f,0) et f~ =sup(—f,0) = —inf(f,0) en fonction de f etde |f].

! Les fonctions f* et f~ sont-elles continues?

Exercice 3.
Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a; D] et telle que f(I) c I.

!Montrer que f posseéde au moins un point fixe.

Exercice 4.
Soit I un intervalle de R.

!Trouver toutes les fonctions f continues sur I dont I'image f(I) ne contient qu'un nombre fini de points.

Exercice 5.
Soit f une fonction définie et continue sur R; = [0, +oo].

(D On suppose que f admet une limite finie [ en +oo.

Montrer que f est bornée.

(@ On suppose que limy_., o f (x) = +o0.

! Montrer que f est minorée et atteint sa borne inférieure.

Exercice 6.
Soit f une fonction continue sur R.

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses?
(O Limage par f d'un intervalle ouvert est un intervalle ouvert.
(@ Limage par f d’'un intervalle fermé borné est un intervalle fermé borné.

(® Limage par f d'une partie bornée est bornée.
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(® Limage réciproque par f d'un intervalle est un intervalle.

Mémes questions en supposant f continue et strictement monotone.

Quelques exercices plus difficiles

Exercice 7.
Soit f une fonction continue sur R; = [0, +oo[ qui admet une limite finie en +oo.

Montrer que f est uniformément continue.

Exercice 8.
Soit f continue et strictement décroissante sur R.

!Montrer que f admet un point fixe unique.

Exercice 9.
Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b]. On définit 'application ¢ sur R par :

p(x)= sup (f(0)+xg(n)
tela,b]

(D Représenter graphiquement ¢ lorsque [a, b] = [0,1], f(f) =1 et g(¢) = t pour tout .

(@ (@ Montrer que pour x fixé il existe t, € [a, b] tel que
@(x) = ftx) + xg(1x)

(® En déduire une majoration de |¢(x) — ¢(y)|.

I:, (o) Montrer que ¢ est lipschitzienne sur R.
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Université de Rouen

Mathématiques Analyse 2.
L1 M.LE.EA. Corrigé de la fiche n°2.
Année 2012-2013 Fonctions continues sur un intervalle.

Exercice 1.
Soit f une fonction définie sur un intervalle I, et soit [a; b] < I.

Les assertions suivantes sont-elles équivalentes?

(D Larestriction de f a [a; b] est continue.

! (@ f estcontinue en tout point de [a; b].

Iﬂiorrection de I'exercice 1.

Exercice 2.
Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I.

(D Montrer que

f+g+|f-g
2

f+e-|f-¢g

et inf(f,g)= 5

sup(f,8) =

@ Les fonctions sup (f, g) et inf(f, g) sont-elles continues?

® Exprimer les fonctions f* = sup (f,0) et f~ =sup (- f,0) = —inf(f,0) en fonction de f etde | f|.

! Les fonctions f* et f~ sont-elles continues?

Iﬁiorrection de I'exercice 2.

Exercice 3.
Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a; D] et telle que f(I) < I.

Montrer que f posséde au moins un point fixe.
Ifiorrection de I’exercice 3.

Exercice 4.
Soit I un intervalle de R.

Trouver toutes les fonctions f continues sur I dont I'image f(I) ne contient qu'un nombre fini de points.
Iﬂiorrection de I'exercice 4.

Exercice 5.
Soit f une fonction définie et continue sur R, = [0, +ool.

(D On suppose que f admet une limite finie / en +oo.

Montrer que f est bornée.

(@ On suppose que limy_. ;o f (x) = +o0.
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|| Montrer que f est minorée et atteint sa borne inférieure.

If:orrection de I'exercice 5.

Exercice 6.
Soit f une fonction continue sur R.

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses?
(D Limage par f d’'un intervalle ouvert est un intervalle ouvert.
(@ Limage par f d'un intervalle fermé borné est un intervalle fermé borné.
(3 Limage par f d’'une partie bornée est bornée.

(® Limage réciproque par f d’un intervalle est un intervalle.

!Mémes questions en supposant f continue et strictement monotone.

E :orrection de I’exercice 6.

Quelques exercices plus difficiles

Exercice 7.
Soit f une fonction continue sur R, = [0, +oo[ qui admet une limite finie en +oco.

Montrer que f est uniformément continue.
E:orrection de I'exercice 7.

Exercice 8.
Soit f continue et strictement décroissante sur R.

Montrer que f admet un point fixe unique.

Iﬂiorrection de I'exercice 8.

Exercice 9.
Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b]. On définit 'application ¢ sur R par :

p(x)= sup (f(r)+xg(n)
tela,b]

(D Représenter graphiquement ¢ lorsque [a, b] = [0,1], f(#) =1 et g(¢) = t pour tout .

(@ (@ Montrer que pour x fixé il existe f € [a, b] tel que
px) = f(1tx) + x8(tx)

(® En déduire une majoration de |¢(x) — ¢(y)|.

I:, (o) Montrer que ¢ est lipschitzienne sur R.
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Iﬁiorrection de I’exercice 9.
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Université de Rouen
Mathématiques

L1 M.ILE.EA.

Année 2012-2013

Analyse 2.
Fiche n°3.

Dérivation des fonctions réelles d’'une variable réelle.

Exercice 1.

(») l'ensemble sur lequel la fonction est définie,
(» l'ensemble sur lequel la fonction est dérivable

(») puis déterminer la fonction dérivée.

fi(x) =sin? (x)

fzx)= tan? (2x)

f)=(*+1)Vad-1
-2

f7(x) = a

fo(x) =tan(x) +1

3
fi1(x) —ln(;)

fi3(x) =In(In(x))

fis(x) = x*
fiz(0) = i—:
froa) = 1+8x8

f23(x) = Arctan (2 tan (x))

f25(x) = Arctan (%)

(=

Exercice 2.
Déterminer si les assertions suivantes sont vraies.

Pour chacune des fonctions définies ci-dessous, préciser :

folx)= cos® (2x)
fa(x) =V3x

fs(x) = sin (x) cos (x)

fe(x) = %

fio(x) = xsin(_?z)

fiz(0) =In(x* +x+1)

fia(x) = g(sin(ln (x)) - cos(In (x)))

fis) =erv/x(x+1)

X
fis() = 5
X
(x) =
S0 =
1+ x2)3
) =In|—22"
fz ( m)

foa(x) = Arcsin (x) + V1 - x2

x2n_q
Xx) = Arccos | ———
f26(x) (x2"+1)

(1) Toute fonction dérivable en un point est continue en ce point.

(@ Toute fonction continue en un point est dérivable en ce point.

(® Toute fonction non dérivable en un point est discontinue en ce point.

(®» La somme de deux fonctions dérivables en un point est dérivable en ce point.

(5) La somme d'une fonction dérivable en un point et d'une fonction non dérivable en ce point est dérivable en ce point.
(6) La somme de deux fonctions non dérivables en un point est non dérivable en ce point.

(@ La somme de deux fonctions non dérivables en un point est dérivable en ce point.

Le produit de deux fonctions dérivables en un point est dérivable en ce point.



(® Le produit d’'une fonction dérivable en un point et d’'une fonction non dérivable en ce point est non dérivable en ce

I:, point.

Exercice 3.
Soit f une fonction positive et dérivable sur R, telle qu'il existe une constante C telle que, pour tout x € Ry, f'(x) < Cf(x).

(@ On pose h(x) = e~C* f(x).
Montrer que h est décroissante sur Ry .

(2 Montrer que f(x) < f(0)e®*.

I:, Que peut-on en déduire si de plus f(0) =0?

Exercice 4.
Montrer que si f est une fonction dérivable en un point a alors

lim fla+h)—fla—h)

o
h=0 2h =/

(=

Exercice 5.
Soit f une fonction dérivable sur R. Pour x € R, calculer

2 2
limf (x+3h)—f(x—h)
h—0 h

L

Exercice 6.
Soit P un polynéme de degré n a coefficients réels qui possede n racines réelles distinctes.

!Montrer que P’ admet n — 1 racines distinctes.

Exercice 7.
(D En appliquant la formule des accroissements finis sur [x, x + 1] & la fonction In, montrer que :

1 1
Vx>0, xln(1+—)<1<(x+1)ln(1+—)
X X
puis que :
1X x+1
Vx>0, (1+—) <e<(1+—)
X X

(@ En déduire que

a+m" (1+n)"+!
— e —_—

VY neN*,
n! n!

(=

Exercice 8.
Appliquer le théoreme des accroissements finis a la fonction In sur I'intervalle [n, n + 1], n € N* et en déduire que la suite

définie par :
1 1 1
Hy=1+—-4+—-+-+—
2 3 n

tend vers I'infini lorsque 7 tend vers l'infini.
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Exercice 9.

i) =In(1+x),

fx) = sin? (x),

(0 = (x*+1) e,

L

Exercice 10.
xn
(D Soit xe R et neN. On pose a, = —-
n!

Montrer que

(=

Calculer les dérivées d’ordre n des fonctions définies ci-dessous.

34

1-x

fLx) = T+ s

fu(x) = x*sin (x),

fs(x) = x""n (x)

lim a; =0
n—oo
(2 On pose, pour tout x € R, S(x) =sup(1,e”).
Montrer que
2 n n+1
X X x|
ef—1l-x———--— —|<Sx
2! | SS9
(® En déduire que
2 n
X
e* = lim (1+x+—+ —)
n—oo ! n!
(® Montrer que
LS|



Université de Rouen

Mathématiques Analyse 2.
L1 M.LE.EA. Corrigé de la fiche n°3.
Année 2012-2013 Dérivation des fonctions réelles d’'une variable réelle.

Exercice 1.

Pour chacune des fonctions définies ci-dessous, préciser :
(» l'ensemble sur lequel la fonction est définie,
(» l'ensemble sur lequel la fonction est dérivable
(») puis déterminer la fonction dérivée.
filx)= sin® (x) fo(x) = cos® (2x)
f3(x0) = tan? (2x) fa(x) =V3x
= (x*+1)Vad-1 fo(x) = sin (x) cos (x)
-2 3
f7(x)=a J%(x):?
fo(x) =tan(x)+1 flo(x):xsin(_?z)
fn(x)zln(%) fiz(0) =In(x* +x+1)
fi3(x) =In(In (x)) fia(x) = g(sin(ln (x)) - cos(In (x)))
fisx) = x* fis0) = e v/x(x+ 1)
x+1
f17(x)=m fls(x)=x2+1
8
fro() =13 foolx) = =
VIt aZ-2 (1+x%)3
x)=In| — (x)=In| ——
fa (m+z oz Viio
f>3(x) = Arctan (2 tan (x)) f24(x) = Arcsin (x) + V1 — x2
I:I fo5(x) = Arcta - f26(x) = Arccos T

If:orrection de I'exercice 1.

Exercice 2.
Déterminer si les assertions suivantes sont vraies.

(D Toute fonction dérivable en un point est continue en ce point.

(2) Toute fonction continue en un point est dérivable en ce point.

(3 Toute fonction non dérivable en un point est discontinue en ce point.

(# Lasomme de deux fonctions dérivables en un point est dérivable en ce point.

(6) Lasomme d'une fonction dérivable en un point et d'une fonction non dérivable en ce point est dérivable en ce point.

(6) La somme de deux fonctions non dérivables en un point est non dérivable en ce point.
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(@ La somme de deux fonctions non dérivables en un point est dérivable en ce point.
Le produit de deux fonctions dérivables en un point est dérivable en ce point.
(9 Le produit d’'une fonction dérivable en un point et d'une fonction non dérivable en ce point est non dérivable en ce

int.
I:, poin

Iﬁiorrection de I'exercice 2.

Exercice 3.
Soit f une fonction positive et dérivable sur R, telle qu'il existe une constante C telle que, pour tout x € Ry, f'(x) < Cf(x).

(D On pose h(x) = e~ “* f(x).
Montrer que h est décroissante sur Ry .

(@ Montrer que f(x) < f (0)eC~,

I:l Que peut-on en déduire si de plus f(0) =0?
I(E'Irection de I'exercice 3.

Exercice 4.
Montrer que si f est une fonction dérivable en un point a alors

lim fla+h)—fla—h) _
h—0 2h

fla

ﬂiorrection de I'exercice 4.

Exercice 5.
Soit f une fonction dérivable sur R. Pour x € R, calculer

2 20
limf (x+3R)—-f(x—-h)
h—0 h

E iorrection de I’exercice 5.

Exercice 6.
Soit P un polynéme de degré n a coefficients réels qui possede n racines réelles distinctes.

Montrer que P’ admet n — 1 racines distinctes.

Iﬁiorrection de I'exercice 6.

Exercice 7.
(D En appliquant la formule des accroissements finis sur [x, x + 1] a la fonction In, montrer que :

1 1
Vx>0, xln(1+—) <1<(x+1)1n(1+—)
X x
puis que :

lx 1x+1
Vx>0, 1+—) <e<(1+—)
X X
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(@) En déduire que

Q+m" , A+m"!
n! e n!

VneN*,
Iﬁiorrection de I'exercice 7.

Exercice 8.
Appliquer le théoreme des accroissements finis a la fonction In sur I'intervalle [n, n + 1], n € N* et en déduire que la suite

définie par :

1 1 1
Hy=14+-+—-+4-+—
2 3 n

! tend vers I'infini lorsque n tend vers 'infini.
Iﬁiorrection de I’exercice 8.

Exercice 9.
Calculer les dérivées d’ordre n des fonctions définies ci-dessous.

1-x
x)=In(1+x), X)=——o1,
fHix) ( ) fa() T+«
f3(x) = sin? (x), fa(x) = x%sin(x),
f(0) = (% +1) e, fs(x) = x" n (x)
I(E‘Irection del'exercice 9.
Exercice 10.
xn
(@ Soit xeRet neN. On pose a, = -
n!
Montrer que
lim a, =0
n—oo
(@ On pose, pour tout x € R, S(x) =sup (1, e¥).
Montrer que
. ) x2 X" ( ) |x|n+1
er—1l-x———---— — X
2! N7 (n+ D)
(® En déduire que
2 n
e’ = lim (1+x+—+ x_)
n—oo ! n!
(® Montrer que
e 1
e=Jm 2
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Iﬁiorrection de I'exercice 10.
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Université de Rouen
Mathématiques

L1 M.ILE.EA.

Année 2012-2013

Analyse 2.
Fiche n°4.

Calcul d’intégrales.

Exercice 1.
Calcul direct par primitives.

1
f (1+2x+3x% +4x%) dx
0

1
f e**dx
-1

2 dx
V1-—x2

“1dx
L=

I dx
fo (x+1)*

1
f 2ch(2x) dx
-1

Dol

I

L

Exercice 2.
Intégration par parties.

1
@ f xe*dx
0
1
©) f x?e*dx
0
X
@f arctan () d¢
0

@ fi e®*sin (x) dx
0

xtd
—dr
o[ =

t

I:|@ fo cos? (1) dt

Exercice 3.

X dt
————. Poseru=é'.
© fo el +et

*oode 1
@f ——,oltx>1. Poseruz;.
2

V-1

cos (1)

O [ =0 _q
|:. 0 \/1+sin?(¢)

X
@f tt+1)"dt,ouneN. Poseru=2t+1.
0

t. Poser u=sin(t).

T
f sin (x) dx
0

[Z dx
z cos? (x)

b dx
a V1+x2
1 dx

0o x+1

xof
dr
fo 2+1

3
f sh (3x) dx
0

g
2
® f e**sin(x) dx (faire deux intégrations par parties successives).
0
b
4

Calculer les intégrales suivantes en effectuant le changement de variable indiqué :
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f cos(x) dx

-
fl dx
~1 x2+1

Sdx

1 X
2dx

1 x°



Exercice 4.
Calculer les primitives des fonctions trigonométriques suivantes :

V3
©) f cos? (x) dx.
0

©) [2 cos® (x) dx.

%
® f i sin® (x) cos® (x) dx.
-3
® ! tan (x) dx.
0

Exercice 5.

Quelques racines.
3

1 xdx
0 V1i—xZ
©) ’ _dx dx. Transformer x*> +4 en u? + 1.
I:I a Vx2+4

Exercice 6.
Primitives et intégrales diverses.

f“ arctan (x)
0

1+ x2 dx.

X

@f tin(r) dt.
1

® f(xz—x+3)sin(x) dx.
a dx

@

—a X249

6 fl x%dx
-1 x2+1'

(=
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Université de Rouen
Mathématiques

L1 M.ILE.EA.

Année 2012-2013

Analyse 2.
Corrigé de la fiche n°4.

Calcul d’intégrales.

Exercice 1.
Calcul direct par primitives.

1
f e**dx
-1

2 dx
V1-—x2

“1dx
L=

I dx
fo (x+1)*

1
f 2ch(2x) dx
-1

Dol

I

L

ITorrection de l'exercice 1.

Exercice 2.
Intégration par parties.

1
@ f xe*dx
0
1
©) f x*e*dx
0
X
® f arctan (¢) d¢
0

@ fz e®*sin (x) dx
0

xtd
—dr
[ =

t

I:|@ [) cos? (1) dt

Iﬁiorrection de I'exercice 2.

Exercice 3.

X dt
——— . Poseru=é'.
© fo el +e7t

iz -1

1
f (1+2x+3x% +4x%) dx
0

X
@f tt+1)"dt,ouneN. Poseru=2t+1.
0

X dr . 1
—,oux>1. Poseru:;.
2

T
f sin (x) dx
0

[Z dx
z cos? (x)

b dx
a V1+x2
1 dx

0o x+1

xof
dr
fo 2+1

3
f sh (3x) dx
0

b/
2
® f e**sin(x) dx (faire deux intégrations par parties successives).
0
Py
4

Calculer les intégrales suivantes en effectuant le changement de variable indiqué :
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f cos(x) dx

-
fl dx
-1 x2+1

Sdx

1 X
2dx

1 x°



f cos (t) dr. Poser u =sin(t)
V1+ sin? (1) ' '

rrectlon de I'exercice 3.

Exercice 4.
Calculer les primitives des fonctions trigonométriques suivantes :

V3
©) f cos? (x) dx.
0

©) fz cos® (x) dx.

%
® f i sin® (x)cos” (x) dx
-3
® ! tan (x) dx.

0

Iﬁiorrection de I'exercice 4.

Exercice 5.

Quelques racines.
3
1 xdx
O —_—
0 V1-x2
©) "_dx dx. Transformer x> +4en u?+1

Iﬁiorrection de I'exercice 5.

Exercice 6.
Primitives et intégrales diverses.

arctan (x)
o[

T

©) f tin(¢) dt.
1

® f(xz—x+3)sin(x) dx.
¢ dx

_a X2+9°

1 x2dx

®

E iorrection de I’exercice 6.
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Université de Rouen

Mathématiques Analyse 2.
L1 M.ILEEA. Fiche n°5.
Année 2012-2013 Equivalents et développements limités.

Exercice 1.
Trouver a l'aide d’équivalents les limites suivantes :

vx+3
Vxsin (v/x)
. (1 —cos(x))arctan (x)
@ )lcll»r(l) xtan (x)
xIn(1+x)

@ lim|x(3+x)
x—0

im ——~
x—0 (arcsin (x))?
. (1-e(1-cos(x)
@ )lclir(l) 3x3+2x4

® lim (1 +sin ()
x—0

(® lim (cos(x)) xL2
x—0

sinh (x) \"®
@ x—IHIOO(cosh (x))
sin(x)

1‘ X x—sin(x)
xll%(sin(x))
©® lin}[ tan (2x) In (tan (x))

! x—7

Exercice 2.

Donner le développement limité a I'ordre 2 en zéro de f dans chacun des cas suivants:
f)=v2+x f(x) =+/2+sin(x)
f(x)=In(1+cos (x)) f(x) =e*cos(x)

1 1+
f(x)Z\/ﬁ f(x):arccos(z_'_i)

f)=v1+x+Vv1l-x

L

Exercice 3.
Préciser la limite en zéro de f dans chacun des cas suivants puis donner le développement limité a 1'ordre 2 en zéro de f :

6x

flx)=2x

sin (3x)

In(1-x)
1—cos(x)

fx)=x

(=

Exercice 4.
Donner le développement limité a I'ordre 3 en x( de f dans chacun des cas suivants :

fx)=In(x) et xp=e
f(x)=sin(x) et xo=%

X2 +1

= F 2

et x9=0

fx)=Un(1+x)? et x=0
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[

Exercice 5.
Dans chacun des cas suivants calculer la limite de f en zéro:

1 1
f = X2 tan2(x)
fo)= (sm(’”)’l‘

(=

Exercice 6.
Etudier en zéro la tangente a la courbe de f et la position relative de la courbe et de la tangente pour f(x) = exp (ﬁ)

Exercice 7.

. 1
Etudier les branches infinies de la fonction f définie par: f(x) = (x6 + x5) 6.
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Université de Rouen
Mathématiques

L1 M.ILE.EA.

Année 2012-2013

Analyse 2.
Corrigé de la fiche n°5.

Equivalents et développements limités.

Exercice 1.

vVx+3
li 3 _—
O G+ (V)
@ lim (1 —cos(x))arctan (x)
x—0 xtan (x)

xIn(1+x)

im ———
x—0 (arcsin (x))
. (1-e*)(1-cos(x))
@ }cllr(l) 3x3+2x4

® lim (1 +sin (X))
x—0

(® lim (cos (x)) e
x—0

@

( sinh (x) )l““‘)
im
x—+o0 | cosh (x)

sin(x)
X ) x—sin(x)

lim ( sin (x)

©) lin]l[ tan (2x)In (tan (x))

! x—%

Iﬂiorrection de I'exercice 1.

Exercice 2.

f)=v2+x

fx) =In(1+cos (x))

fx)= L
V3-x

f)=v1+x+Vv1l-x

L

Iﬁiorrection de I'exercice 2.

Exercice 3.

Trouver al’aide d’équivalents les limites suivantes :

Donner le développement limité a I'ordre 2 en zéro de f dans chacun des cas suivants:

f(x) =+/2+sin(x)
f(x)=ecos(x)
+ x)
x

f(x) =arccos (; "

Préciser la limite en zéro de f dans chacun des cas suivants puis donner le développement limité a I'ordre 2 en zéro de f :

6x
fx)=2x

sin (3x)

In(1-x)
1—cos(x)

fx)=x
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Iﬁiorrection de I’exercice 3.

Exercice 4.
Donner le développement limité a I'ordre 3 en xo de f dans chacun des cas suivants :

fx)=In(x) et xp=e

f=sin(x) et xO:%

x2+1

X2 +2x+2

fx)=(In(1+x)* et x=0

fx)=

et x9=0

L

Iﬁiorrection de I'exercice 4.

Exercice 5.
Dans chacun des cas suivants calculer la limite de f en zéro:

1 1
f= X2 tan2(x)
F = (Sin(’”)’l‘

L

Iﬁiorrection de I'exercice 5.

Exercice 6.
Etudier en zéro la tangente a la courbe de f et la position relative de la courbe et de la tangente pour f(x) = exp (ﬁ)

Iﬁiorrection de I’'exercice 6.

Exercice 7.

B 1
Etudier les branches infinies de la fonction f définie par : f(x) = (x5 + x°) 5.

Iﬁiorrection de I'exercice 7.
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