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Chapitre 1

Rappels sur les limites et la continuité

1.1 Points adhérents et limites

Définition 1.1 : (Point adhérent)
Soient Py cRet f: D¢ —R.

Un point a € R est dit adhérenta Py si:
Ve>0, la-—c¢; a+5[09f¢¢

Autrement dit, tout voisinage de a contient au moins un point de 9.

L’Iensemble des points adhérents & 2 est appelé adhérence de 2, notée @_f

Propriété 1.2 : (Points adhérents triviaux)

SoientZfcRet f: 27 —R.

g)lut point de 2 est adhérent a P¢.

Preuve :

Soit a € 2 et soit € > 0 quelconque.

Puisque a € Qf, on a en particulier a€la—¢; a+¢[, donc:

acla-¢e;a+e[NDp#@

Ceci étant vrai pour tout € >0, le point a est bien adhérent a 2y.

Exemple :
1. En général, 2 est une réunion d’intervalles :

D¢ =lay; bilUlaz; ba[U---Ulay; byl

aveca; < b; < ax < by <--- < ay < by, et éventuellement a; = —oo ou b, = +oo.
Les points adhérents a & sont :
i) tousles points de 2y,
ii) les extrémités finies intérieures: ay,...,a,, by,..., by—1,
iii) ay si a; # —oo,
iv) by, si b, # +oo.
2. f(x)= i, D¢ =1-00,0[U]0, +ool.
Lensemble des points adhérents est R tout entier : le point 0 est adhérent a & ¢ car tout intervalle ]—¢, €[ contient des
réels non nuls.
3. f(x)=Inx, @7 =10,+ool.
Lensemble des points adhérents est [0,+oo[ : le point 0 est adhérent car tout voisinage de 0 contient des réels

strictement positifs.




4. f(x) =In(sinx).

|:I Ona9y= U 12k, w+ 2kn[ et 'ensemble des points adhérents est U [2km, m+2km).
keZ kez

Définition 1.3 : (Limite finie en un point)
Soient P <R, f:9Dr — R, et a adhérenta 2y.

On dit que f admetla limite ¢/ € Ren a, etonnote)lcin}lf(x)zl, si:
Ve>0, In>0, VxePy, |x—al<n= |f(x)-{|<e

Autrement dit : on peut rendre f(x) aussi proche que I'on veut de ¢, pourvu que x soit suffisamment proche de a.

gnplicitement, JIC% f(x) désigne )lcl—I»I}z fx).
xE@f

Définition 1.4 : (Limite infinie en un point)
Soient Zf R, f: P¢ — R, et aadhérenta Py.

Onditque)lcin}lf(x)=+oosi:
YA>0, 3In>0, VxeDys Ix—al<n = f(x)>A

De méme, on dit que lim f(x) = —cosi:
X—a

|:I YA>0, dn>0, Vxe@f, lx—al<n = f(x)<-A

Exemple :

1 f(x)—;
' vV1i—-x

On affirme que lin% f(x) = +oo0.
x4>

, Dy =1-00,11.

Démonstration :

Soit A> 0. On cherche n > 0 tel que :
Vxe@f, lx-1l<n = f(x)>A

Commencons par analyser quand f(x) > A:

fxX)>A = > A
vV1i-x
1
l-x<— (car £— 1 est décroissante sur R?)
A

—
= 1l-x<— (car t — t* est croissante sur R, )
1
— —-x<-1l+—
A
=S x>1-—
A

1
On posen = 2z

1
Soitn = yvh SixePyalors x <1etdonc:

[x-1l<n=1-n<x<1l+7n

1 1
= 1-—=<x<1+—
A? A?

1
:>1—E<x<1 (carx<1)
= fx)>A (d’apres I'équivalence précédente)




Ce qui prouve que )16111} f(x) =+o0.
Donc )1{1_)11{ f(x) = +oo0.

2. f(x)=xlnx, D¢ =10, +00l.
On admet que xli.n()l+ fx)=0.

3. fx)= xsin(i), D= R*.
On affirme que }CILI}) fx)=0.
Démonstration :

Soitn>0.0Onadonc:
VxeR*, |x-0l<n = |xl<n

= |f@)|<Ixl<n

= |f)|<n

= |f(x)-0|<n
En choississant 7 = € > 0, on obtient bien la définition de limite finie en un point:

Ye>0, In>0, VxeR*, |x-0/<n= |f(x)—0|<£

|:I Ce qui est exactement la définition de )lcll% fx)=0.

Théoreme 1.5 : (Unicité de la limite)
Soient Py cRet f: D¢ —R.

g f admet une limite ¢ € R en a, cette limite est unique.

Théoreéme 1.6 : (Limite en un point de l'ensemble de définition)
SoientZfcRet f: 27 —R.

acPy et chill}lf(x) existe = ;lcill}zf(x) = f(a)

Preuve :

Soit a € Z¢ et supposons I'existence de chiir}lf(x) =l€eR.

Par définition[I.3]de la limite finie en un point :
Ve>0, An>0, Vxe%y, |x—al<n= |f(x)—€| <e
Puisque a € ¢, on peut appliquer cette implication en particulier pour x = a :
Ye>0, IAn>0, la-al=0<n = |f(a)-{|<¢
Or |a— al = 0 < n est toujours vrai (car 11 > 0), donc la prémisse est satisfaite, ce qui donne directement :

Ve>0, |fla)-¢|<e




Or, la seule quantité positive strictement inférieure a tout réel € > 0 est 0.

On en déduit :
|f(@-¢]=0 = fl@-¢=0
= fla)=+¢
|:I = fla)=1im f(x)

1.2 Opérations sur les limites

Propriété 1.7 : (Limite de f et limite de suites)
La fonction f tend vers £ quand x — a (avec a adhérent a 9y) si et seulement si

pour toute suite (x,,) ,en+ dans 25 convergeant vers a, la suite (f(xy)),,cp+ CONverge vers £.

Propriété 1.8 : (Opérations algébriques sur les limites)

Soient f, g définies sur un méme ensemble & = P NP, a adhérenta P, et :

. _ . _pl
)lclir}lf(x)—ﬁeﬂ%, Jlcgl%g(x)—ﬁ eR

1. Compatibilité avec la somme :
: _ /
)lcglzl(f+g)(x) =0+/
2. Compatibilité avec la multiplication par un scalaire :

VAER, lim(Af)(x)=Al
3. Compatibilité avec le produit :

. Yy
lim (fg)(x) = ¢

4. Compatibilité avec le quotient : si ¢’ # 0, alors
. f 4
L, fim g 0= 7
Exemple:
B
On cherche lim .
Xx—a x—a
On factorise :
3_ .3 2 2
x°—a (x—a)(x*+xa+a
= ( )=x2+xa+a2—»a2+a2+a2=3a2
xX—a xX—a x—a
X3 -a )
Donc lim =3a“.
X—a xX—a

Remarque:
La "compatibilité avec la somme", couplée a la "compatibilité avec la multiplication par un scalaire", traduit exactement la

linéarité de 'opérateur lim.
X—a



Propriété 1.9 : (Limite des fonctions composées)

Silim f(x) =beRet lim g(y) = ¢ €R, et si a est adhérent a Do, alors :
Xx—a y—»b
lim(go f)x) =2

Preuve :
Soit € > 0.

Puisque lin}J g(y)=¢, parla déﬁnition de limiteona:
yﬂ

da>0, VyeD,, |y-bl<a = |g(y)-¢|<e
Puisque JICILI; f(x)=b, pour ce a >0, par la deﬁnltlon delimiteona:

>0, VxePy, |x—al<n= |f(x)—b| <a
Soit maintenant x € Do r (donc x € Dy et f(x) €Dg) tel que |x—al <.

lx—al<n = |fx)-b|<a

= |g(fw)-¢|<e

_B’laprés la déﬁnitionde limite, on a bien montré que )lcln}l (g of ) (x)="2¢.

Exemple :
Soient f(x) = xInx avec @5 =10,+oc0[ et g(y) =/ avec Zg = [0,+ool.

Ona
lim f(x)=0 (admis) et limg(y)=0
x—0* y—0
Ons’intéressea go f :
(gof)(x) = VxInx

(g of ) (x) est définie si et seulement si x > 0 et xInx > 0. On cherche les valeurs possibles de x :

xInx>0 < Inx>0 (car x e @y =10, +00])
— x> (car r— e’ est croissante sur RY)
— x2>1

<~ x€[l,+o00|
Donc
Dgof = [1,+00]

Le point 0 n’est pas adhérent a 9, r, donc dire que g o f admet une limite en 0 n’a aucun sens.

Conclusion : Attention : on en déduit qu’il n’est pas toujours vrai que a soit adhérenta Pgor = DN f -1 (@g).

(g0 f)(x) est définie < f(x) est définie et f(x) € Py

I:| — xePy et xe f1(2y)



1.3 Continuité

Définition 1.10 : (Continuité en un point)

La fonction f est continue au point a € Py si:
Ye>0, In>0, VxePy, |x—al<n= |f(x)-f(a)|<e

ou encore si )l{i_r}r(lj(ﬂ = f(a).

gl dit que f est continue sur 9y si elle I'est en tout point de 2.

Exemple :
Remarques sur la continuité.

1. Soit f définie sur]1,3[ par:
1 sil<x<2

fx) =

six=2

D=

2 si2<x<3

lin% f(x) n'existe pas car les limites latérales sont distinctes :
s

gﬁ;fu0=1#2=;2;fm)
La fonction f n’est donc pas continue en 2.
Par contre, la restriction de f a]-00,2[ND r possede une limite : xll,r% f(x) =1 (limite a gauche).
De méme xllgl* f(x) =2 (limite a droite).
2. Soit f(x)=1surR* et f(0) = a.

lin(l)f(x) =1.Sia#1,lalimite en 0 n'est pas égale a f(0) = a, donc f n’est pas continue en 0.
x4>
x#0
! Mais lin(lJ f(x) =1 existe : la limite existe, mais elle est différente de f(0).
X—
x#0

Propriété 1.11 : (Opérations sur les fonctions continues)

Si f et g sont continues en g, alors les fonctions suivantes sont également continues en a :

1. f+g,

2. Af pour tout 1 e R,

3. f-&
f .

4, = 0.
gmgm¢

Propriété 1.12 : (Fonctions usuelles continues)

1. Les fonctions polyndmes sont continues sur R.
2. Les fractions rationnelles sont continues la ot elles sont définies.

3. Les fonctions exp, sin, cos sont continues sur R, et In est continue sur R} (résultats admis).

sinx
4. tanx =
|=. COS X

. 7T cos
est continue sur R \{E +kn, ke Z} etcotx =

X .
est continue sur R\{kx, k € Z}.
X




Exemple :

(=

1.

Pour n > 1, la fonction f,(x) = x" est continue sur R.

Cestvraipourn=1: )lcl_r)rglx =apourtout a € R.

Si c’est vrai pour f;, alors f;,11 = fi, - f1 est continue en tout point a € R par la regle 3) sur les opérations.

Cette récurrence prouve le résultat.

Soit f(x) = ag+ a; x + -+ + a,x" un polynéme (a coefficients réels).

Chaque mondéme x — a;x’ est continue sur R d’apreés 1) et la régle 2). Par la régle 1) (somme), f est continue sur R.
f(x)

Soit F(x) = ﬁ une fraction rationnelle, définie 1a ot g(x) # 0.
glx

f et g sont continues sur R d’aprés 2). En tout point a o g(a) # 0, la regle 4) (quotient) donne la continuité de F en a.

Propriété 1.13 : (Continuité des fonctions composées)

Si f:95 — Restcontinue en a€ P et g: P — R est continue en b = f(a) € Dg, alors go f est continue en a.

Preuve :

I:IS.

Par hypothese :

lim f(x)=f@=b et limg(y)=gh)
x—a y—»b

D’apres la proposition sur la limite des fonctions composées, g o f admet la limite g(b) = g(f(a)) en a.

_lR(I)nc lim (gof)(x) =(go f)(a), ce qui signifie exactement que go f est continue en a.

Exemple :
1.

La fonction x — |x| est continue sur R.
En effet : pour tous x, y € R, 'inégalité triangulaire inverse donne ||x| - |y|| < |x - y|.
Conséquence : si f est continue sur Dy, alors x — | f (x)| est continue sur Y5 (par composition avec |- ).

sinx

La fonction x — e est continue sur R (composée de sin et exp, toutes deux continues).

. . (1 . 1 . . . .
La fonction x — sm(— est continue sur R* (composée de x — — et sin, continues sur leurs domaines respectlfs).
X X

10



1.4 Prolongement par continuité

Propriété 1.14 : (Prolongement par continuité)
Soit a adhérent a @ mais avec a ¢ Dy.

On suppose que )1(1_1,1}1 fx)=C0€eR.
JCE@f
On définit f sur @f U{a} par:

R fx) sixe9
fx)= d

¢ six=a

|:La|1 fonction f est continue au point a et s’appelle le prolongement par continuité de f au point a.

Preuve :
Soit € > 0.

Puisque 116111(11 fx)=2¢,il existen >0 tel que:
x€2f, Ix—al<n = |f(x)-{|<e

Soit maintenant x € @fu {a} telque |x—al <n.

Cas1:x€9Py. Alors |f(x) — 0| =|f(x) - ¢| < € par définition de la limite.
Cas2:x=a.Alors |f(a)—¢|=1¢-¢1=0<e.

Dans les deux cas, |f(x) - €| <E€.

glisque f(a) = /¢, cela donne bien chi_r’rlllf(x) = f(a), i.e. f est continue en a.

Exemple :
1
Soit f(x) = xsin — définie sur R*.
X
On a0 ¢ 92y, mais 0 est adhérent a Dy.

Puisque

1
xsin; < |x|—0quand x — 0,0na lin})f(x) =0.
x—

N A A 1
Le prolongement par continuité est f définie sur R par f(0) =0 et f(x) = xsin — pour x # 0.
|=| X

11



1.5 Continuité a droite et a gauche — Recollement
Définition 1.15 : (Continuité a droite et a gauche)
Soitae Py.

— f est continue a gauche en a si xligll_ fx) = f(a).

|:I— [ est continue a droite en a si lim+ fx) = f(a).
X—a

Exemple:
Soit f définie par:

-1 si—-1<x<0
fx)=
1 sio<x<1

En 0, f est continue a droite car lim f(x)=1= f(0).
x—0t

Mais f n’est pas continue a gauche en 0 : li%l_ fx)=-1#1= f(0).
X

Par conséquent liII(l) f(x) n’existe pas (les limites latérales sont distinctes) et f n’est pas continue en 0.
|=I pra

Propriété 1.16 : (Recollement)

Soit f définie sur un intervalle I et a un point de I qui n’est pas une extrémité.

Si f est continue a droite et a gauche en g, alors f est continue en a.

Preuve :

Les limites latérales existent et vérifient :
lim f(x)= f(a)= lim f(x)
x—a x—a*
Comme les deux limites latérales sont égales (et égales a f(a)), la limite globale existe et vaut f(a) :

lim f(x) = f(a)

Donc f est continue en a.

Exemple :

In|x| silx|>1
Soit f(x) =

0 sinon
La fonction f est continue sur ]—oo, —1[ et sur ]1, +oo[ (car In| - | y est continue).

Enx=1:
lim f(x)=0= f(1) et lim f(x)=In1=0= f(1)
x—1- x—1*

Par le théoréeme de recollement, f est continue en 1. De méme en —1.

!Donc f est continue sur R.

12



Chapitre 2

Continuité sur un intervalle

Dans ce chapitre, I est un intervalle contenant au moins deux points.

o
On note Int(/) = I 'intervalle I privé de ses extrémités.

2.1 Théoreme des valeurs intermédiaires

Théoreme 2.1 : (Théoreme des valeurs intermédiaires (TVI 1))

Soit f une fonction continue sur I, et a < b dans I.

Si f(a) f(b) <0 (i.e. f(a) et f(b) sont de signes opposés ou l'un est nul), alors :

dcela,b] telque f(c)=0

Preuve :
On suppose f(a) <0< f(b) (sinon on considére — f, qui vérifie les mémes hypothéses).

Construction par dichotomie. On construit deux suites (a;) et (b;) par le procédé suivant :
— 4o = a, b() =b.

an+by
5 :

— si f(my) <0:onpose a,; =my etb,.; =by,

— Al'étape n, on consideére le milieu m,, =

— sinon (f(my) > 0) : on pose a,+1 = a, et by = my,.

Par construction :

flan) <0< f(by) et b,—ay, = -0

2N n—+oo
Les suites (a,) (croissante, majorée par b) et (b,) (décroissante, minorée par a) sont adjacentes : elles convergent vers une
méme limite c € [a, b].

Par continuité de fenc:

fle= lim fla)<0 et f(c)= lim f(bn)=>0

_lglll conclut que f(c) =0.

Théoreme 2.2 : (Théoreme des valeurs intermédiaires (TVI 2))

Soit f continue sur [a, b].

gors f prend toutes les valeurs comprises entre f(a) et f(b).

Preuve :
Soit d compris entre f(a) et f(b), i.e. d est entre f(a) et f(b).

Posons g = f —d. Alors g est continue sur [a, b] et :
gla=fa-d e gh=fb-d

Puisque d est entre f(a) et f(b), ona g(a)-g(b) <O0.

gr le TVI 1, il existe c € [a, b] tel que g(c) =0, i.e. f(c) =d.

13



Corolaire 2.3 : (Image d'un intervalle)

Limage d'un intervalle par une application continue est un intervalle.

Preuve :

Soient y; < y» € f(I).
Il existe x1, x2 € I tels que f(x1) = y1 et f(x2) = yo.
On applique le TVI 2 & f sur [x1, x2] (ou [x2, x1] si X2 < x1) : tout d compris entre y; et y, appartient a f([).

_chl)nc f () estun intervalle.

Exemple :
Contre-exemples montrant la nécessité de la continuité.

1. Soit f:R — R définie par f(x) =-1six<<0et f(x)=1six>0.
[ estdiscontinue en 0. Son image vaut f(R) = {—1; 1}, qui n’est pas un intervalle.
Aucun des trois théoremes (TVI 1, TVI 2, Corollaire) n’est vérifié.

2. Soit f:[0,1] — R définie par f(0) =0et f(x)=1- g pour x > 0.

-1

1 1
|:I f estdiscontinueen 0. Ona f(0) =0, f(1) = > et f([0,1]) ={0}u 710 qui n’'est pas un intervalle.

Exemple:
Application — point fixe.

Si f est continue de [0,1] dans [0, 1], alors f admet un point fixe, i.e. il existe xj € [0, 1] tel que f(xp) = xo.

Démonstration. Posons g(x) = f(x) — x. Alors g est continue sur [0,1] et :
g =f(0)-0=f(0)=0 et g)=f1)-1<0

(car £(0) € [0,1] et f(1) € [0,1]).

gr le TVI 1, il existe xg € [0, 1] tel que g(xp) =0, i.e. f(x9) = Xp.

14



2.2 Réciproque d’'une fonction continue

Lemme 2.4 : (Lemme 1 — Monotonie et limites latérales)

Soit f une fonction monotone sur un intervalle I.
Alors f admet une limite a gauche et a droite en tout point de 'intérieur de I.

Si f est croissante, pour tout ¢ € Int(J) :

|:I lim f(x) < f(c) < lim f(x)
X—c x—ct

Lemme 2.5 : (Lemme 2 — Image intervalle implique continuité)

Soit f monotone sur un intervalle I.

Si f(I) est un intervalle, alors f est continue.

Preuve :

Supposons f croissante. Soit ¢ € I qui n’est pas I'infimum de I.
Posons ¢ = xlincl_ f(x) (qui existe par le lemme 1). Ona ¢ < f(c).
Si ¢ < f(c), alors pour tout x < cona f(x) < ¢ < f(c), donc f(I) ne contient aucun élément de ][, flo) [, ce qui contredirait

le fait que f(I) est un intervalle.

Donc ¢ = f(c), i.e. f est continue a gauche en c. De méme a droite.

Théoréme 2.6 : (Réciproque d’'une fonction continue strictement monotone)

Soit f continue et strictement monotone sur un intervalle I.

Alors f est bijective et sa réciproque f~! est continue de f(I) dans I. Elle est de plus strictement monotone, de méme sens

g variation que f.

Preuve :

La stricte monotonie entraine l'injectivité, donc f est bijective de I dans f([).

Par le corollaire2.3} f(I) est un intervalle.

La réciproque g = f~! est strictement monotone (de méme sens que f), définie sur l'intervalle f(I), et son image est
I'intervalle I.

Et le lemme 2, g est continue sur f(I).

Exemple:
1. Pourn>1, f,(x)=x":

1/n st continue

— npair: f; est continue et strictement croissante sur R;, avec f,(R;) =R,. Saréciproque x — x
et strictement croissante sur R, .

1/n

— nimpair: f; est continue et strictement croissante sur R tout entier. Sa réciproque x — x''"* est continue et

strictement croissante sur R.

2. sin: [—%, %] — [-1,1] est continue et strictement croissante. Sa réciproque Arcsin est continue et strictement

croissante de [-1,1] dans [-7, 7 ].

3. tan:|-%,%[ — Rest continue et strictement croissante. Sa réciproque Arctan est continue et strictement croissante

|:I deRdans |-F, %[
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2.3 Fonctions continues sur [a, D]

Théoréme 2.7 : (Bolzano-Weierstrafs)
De toute suite bornée de réels, on peut extraire une sous-suite convergente.

Preuve :
Soit (x,) une suite bornée : il existe m, M € R tels que m < x,, < M pour tout n.

On construit une suite d’intervalles emboités par dichotomie :

— Ip = [ag, bo] = [m, M].

R . a,+b an,+b . . .
— A chaque étape n, 'un des deux demi-intervalles | a;, n_n ] ou | =22, by | contient une infinité de termes de
(x,); on le choisit comme I;;+1 = [@n+1, brs1l-
. . M-m R .
Les suites (a,) et (b,) sont adjacentes, avec b, — a,, = —on — 0, et convergent vers une méme limite ¢ € [m, M].

On extrait une sous-suite en choisissant a chaque étape k un indice ¢(k) tel que x4 ) € Ii. Par le théoréme des gendarmes :

Ak < Xp(k) S b et ag, by — € = Xy — ¢

Théoreme 2.8 : (Fonction continue sur un segment : bornée et atteint ses bornes)

Soit f continue sur [a, b] (segment fermé borné).

Alors f est bornée et elle atteint ses bornes : il existe x,,, xps € [a, b] tels que :

|:| f(xm)=x€i[rcllfb]f(x) et flxm)= sup f(x)

x€la,b]

Preuve :

Ftape 1: f est bornée.

Supposons par I'absurde que f n’est pas majorée. Alors pour tout n € N, il existe x, € [a, b] tel que f(x,) > n.
La suite (x,) est bornée (car a < x,, < b). Par Bolzano-WeierstraR, il existe une sous-suite x,, — c € [a, b].
Par continuité de fen c: f(x,,) — f(c).

Mais f(xp,) > ny — +oo, contradiction.

Donc f est majorée. De méme, f est minorée.

Ftape 2: f atteint son supremum.

Soit M = sup f(x).

x€la,b)

1
Pour tout n > 1, il existe x, € [a, b] tel que M — — < f(x,) < M.
n

Par Bolzano-Weierstral3, x,, — c € [a, b], et par continuité :

flo= lim f(n)=M

_lR? méme pour I'infimum.

Corolaire 2.9 : (Image d'un segment)
Si f est continue sur [a, b], alors :

f(la, b)) =[m, M]

gm: min f(x) et M = max f(x).
] x€la,b]

x€ela,b
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2.4 Continuité uniforme

Définition 2.10 : (Continuité uniforme)

La fonction f définie sur I est uniformément continuesur I si:
Ye>0, In>0, Vx,yel, |x-y|<n= |fx)-f(y)|<e
La différence avec la continuité simple est que 1 ne dépend pas de x : le méme 7 fonctionne simultanément pour tous les

gints.

Définition 2.11 : (Fonction lipschitzienne)
La fonction f est lipschitzienne de rapport k > 0 sur I s’il existe k > 0 tel que :

L vx,yel, |fx)-f(y)|<k|x-y|

Propriété 2.12: (Lipschitz implique uniformément continu)

Si f estlipschitzienne de rapport k sur I, alors f est uniformément continue sur 1.

Preuve :
Soit € > 0.

Onposen:%>0.

Pour tous x, y € I tels que |x— y| <7, ona:

|feo - F(y)| <k|x-y] <k-% —e

_Bcl)nc [ estuniformément continue sur I.
Exemple :
1. Lafonction f(x) = |x| est 1-lipschitzienne sur R car ||x| - |y|| < |x - y/|.
2. Lafonction f(x) = x?% est 2-lipschitzienne sur [0, 1] :
|x* = y?| =[x+ y||x-y| <2]x-y|

En revanche, x? n’est pas uniformément continue sur R tout entier (le rapport lipschitzien dépend du point et tend

vers +00).

3. Lafonction f(x) = v/x est uniformément continue sur R, (mais pas lipschitzienne) :

L V7= Al <yly=

Théoréme 2.13 : (Heine)
Toute fonction continue sur un intervalle fermé borné [a, b] est uniformément continue sur [a, b].

Preuve :

Supposons par 'absurde que f n’'est pas uniformément continue.
Il existe alors &9 > 0 tel que pour tout 7 > 0, il existe x, y € [a, b] avec |x— y| <n et |f(x) - f(y)| = €o.

1
En prenant ) = — pour chaque n > 1, on obtient des suites (x,) et (y,) dans [a, b] telles que :
n

1
=yl <y et |fe - £ e

Par Bolzano-Weierstral3, on extrait x,, — c € [a, b].
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1 .
Comme |yp, — X, | < — — 0, onaaussi y,, — c.
ny

Par continuité de f en c:

|f(xﬂk)_f(.)/nkn i |f(C)—f(C)| =0

gqui contredit | f(xn,) = f(¥n,)| = €0 > 0.
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Chapitre 3
Dérivation

3.1 Définitions

Soit I un intervalle de R avec Int(I) #@ et f: I — R.

Définition 3.1 : (Dérivabilité en un point)

La fonction f est dérivable au point a € Int(I) si le taux d’accroissement :

ra = L ZI@ et ra)
XxX—a

possede une limite finie quand x — a.

d
Ette limite s’appelle le nombre dérivé de f en a, noté f'(a) ou d—i:(a).

Interprétation géométrique : la tangente au graphe de f au point A = (a, f(a)) estla droite d’équation y = f(a@)+ (x — a) f'(a).

C’est 'unique droite passant par A de pente f'(a).

Exemple :
1. f(x)=vx,a>0.
On calcule le taux d’accroissement en a :
CoYEVa_ VE-va 1 1
“mT x—a (ﬁ—\/ﬁ)(\/}+\/ﬁ) - Vx+va x—a 2\/a
1
Donc f est dérivableen aet f'(a) = —.
f fl(a) 2a
1
xsin— x#0
2. f(x)= x
0 x=0
Le taux d’accroissement en 0 est :
21
— f(0) xsin=
To(x) = AChd ) = X —sin—
x—0 X X

|:I Cette expression n’a pas de limite en 0 (elle oscille entre —1 et 1), donc f n’est pas dérivable en 0.

Définition 3.2 : (Dérivées a droite et a gauche)

— f est dérivable a droite en a si la limite f {;(a) = lim W existe (finie).
x—at -
— f est dérivable a gauche en a sila limite fg’,(a) = xlirgﬁ w existe (finie).

Propriété 3.3 : (Dérivabilité et dérivées latérales)

La fonction f est dérivable en a € Int(I) si et seulement si elle est dérivable a droite et a gaucheen a et :

fi@) = fg(a)
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Définition 3.4 : (Dérivabilité sur I)

La fonction f est dérivable sur [ si:
— elle est dérivable en tout point de Int(I),

— elle est dérivable a droite en inf] siinf] € I,

|:I— elle est dérivable a gauche ensupIsisup/e€ I.

Propriété 3.5 : (Dérivable implique continu)
Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

La réciproque est fausse.

Preuve :
Puisque f est dérivable en a, on peut écrire pour x # a :

f@) - fla)
a

X —

Quand x — a, T4,(x) — f'(a) eRet (x—a) — 0, donc:
f@)-f@—f(@-0=0

Ainsi )lclnzll f(x) = f(a): f estcontinue en a.

Contre-exemple pour la réciproque: f(x) = |x| est continue en 0, mais :

[,0)=1#-1= f(0)

g)nc f n'est pas dérivable en 0.

Exemple :
La fonction f(x) = |x| vérifie fé’,(O) =—1#1= fﬁ’i (0).

Le point (0, 0) est un point anguleux : le graphe présente un angle en ce point.

En général, si fg’(a) # f(a), le point (a, f (@) est dit anguleux.

20
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3.2 Opérations sur les dérivées
Propriété 3.6 : (Opérations algébriques sur les dérivées)
Soient f, g dérivables en a € Int(l). Alors :
1. Somme: (f+g) (@) = f' (@) + g'(@)
2. Multiplication par un scalaire : (1f)'(a) = 1f'(a) pour tout A € R

3. Produit (régle de Leibniz) : (fg) (@) = f'(a) g(a) + f(@) g’ (@)

: 1) g'(a)
4. Inverse:sig(a) #0, (—) (@) =- 3
§ [8(a)]
/ / _ /
|:I 5. Quotient:si g(a) #0, (]—C) (a) = I@s@ fga)g (@
g [s(@)]

Preuve :

On démontre (3).

Pour x # a, on développe le taux d’accroissement de f g en a en ajoutant et soustrayant f(x) g(a) :

fx)gx)-fla)gla) _ fgx)-fxgl@+fx)gla) - fla)gla

X—a X—a

- F)- gx)-gla) +g(a).f(x)—f(a)
X—a X—a

Quandx—a:

— f(x) — f(a) (car f est dérivable, donc continue en a),
_ 8W-gl@
xX—a
f) - fla)
o x—a
_Bcl)nc la limite vaut f(a) g’ (a) + g(a) f'(a), ce qui est bien (fg)'(a).

g (@,

- fl(@.

Propriété 3.7 : (Dérivation des fonctions composées (regle de la chaine))
Soit f: I — R dérivable en a € Int(I) et g: ] — R dérivable en b = f(a) € Int(J).

Alors go f estdérivableen a et :

L (gof) @=g(f@)-f'(@

Preuve :

Lidée est de prolonger par continuité le taux d’accroissement de g en b.

On définit la fonction 7j, ¢ par :

-gb
—g(y)_lg;'() siy#b
fb,g(y): Y
g'(b) siy=b

Cette fonction est continue en b (c’est le prolongement par continuité du taux d’accroissement de g).

Pour x # a, ona g(f(x)) - g(f(a) = Tpg(f(x)) - (f(x) — b) (mémesi f(x) = b, car alors les deux membres sont nuls). Donc :

of)W-(go )@ __ -
(8 f) xx_gg fa :rb,g(f(x))-f(x;_{:(“)

Quandx—a:

— f(x) — f(a) = b (car f est continue en a),
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— Tpg(f(x)) = Tpg(b) = g'(b) (par continuité de 75,),
W -fa
x—a

[Donc (g2 f)' (@ = g'®)- /'@ = (@) /'(@.

- f'(a).

Exemple:
!
1. In(u)] = 2 ) pour u(x) > 0.
u(x)
!
2. [\/u(x)], —— () pour u(x) > 0.

2V u(x)

3. PouraeRet x>0:x%=e?™¥ donc (x%) = ax®1.

|:I 4. [sin(xz)], = 2xcos(x?) et [sin? x]/ =2sinxcosx = sin(2x).

3.3 Dérivation des fonctions réciproques

Propriété 3.8 : (Dérivée de la réciproque)
Soit f dérivable (donc continue) et strictement monotone de [ dans J.
Sa réciproque f~! est dérivable au point b = f(a) si et seulement si f’(a) # 0, et dans ce cas :

1 1
@ f(flm)

(F )=

Preuve :

Nécessité. Supposons f~! dérivable en b.

Puisque f~!o f =id;, en dérivant en a par la régle de la chaine :

(o) @=(FY W f@=1

Donc f'(a) #0 et (f‘l)'(b) = ﬁ.
Suffisance. Supposons f’(a) # 0.

Puisque f~! est continue (théoréme de la réciproque), si y — bet y # b, alors x = f ! (y)—aetx#a.

On peut donc écrire :

W)= x-a 1 1
y-b T f@-fl@ f@-f@ y—b fl(a)
x—a
_lR(I)nc £~ est dérivableen bet (f1) (b) = ﬁ.

Exemple :
Fonctions trigonométriques réciproques.
— Arcsin : sur [-1,1], sin(Arcsin x) = x, donc en dérivant :

1 1
cos(Arcsinx)  /1— 52

cos(Arcsin x) - Arcsin’ (x) = 1 = Arcsin’ (x) =

T

car Arcsinx € [-%, 5] donc cos(Arcsin x) > 0.

V1-x?

— Arctan : tan(Arctan x) = x, donc :

— Arccos'(x) = pour x€]-1,1[.

(1 + tan®(Arctan x))-Arctan’(x) =1 = Arctan’(x) = T
X
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Fonctions hyperboliques.
On rappelle les définitions et propriétés fondamentales :
e*+e* e¥—e ¥
coshx = — sinhx = — cosh? x —sinh? x = 1
On a cosh’ = sinh et sinh’ = cosh > 0.
La fonction sinh est strictement croissante et bijective de R dans R, donc argsh est dérivable sur R :

1 1
argsh’(x) = =
gsh () cosh(argshx) 1+ x2

(car cosh?(argsh x) = 1 + sinh? (argsh x) = 1 + x?).

De méme, argch est dérivable sur |1, +ool :

1
|:I argch’(x) = Nt x>1
x —

3.4 Lethéoreme de Rolle

Définition 3.9 : (Extremum local)

La fonction f: I — R admet un minimum local (resp. maximum local) en a € I il existe § > 0 tel que :

Vxela-68,a+8[nI, fx)=f(a) (resp.f(x)<f(a)

Théoréme 3.10 : (Condition d’Euler (extremum et dérivée nulle))

Soit f définie sur un intervalle ouvert I.

Si f admet un extremum local en c € I et si f est dérivable en c, alors :

|:. fltc)=0

Preuve :

Supposons que ¢ est un minimum local.
Ml existe § >0telque Vxe]c—38,c+0dI, f(x) > f(c).

Pour x€]lc,c+6[(i.e.x>¢):

fx)-f© >0

xX—c
En passant 4 la limite x — c* : fé(c) >0.
Pour xelc—-9d,c[(i.e.x<c):

f(x)—f(C)go

xX—c
En passant a la limite x — ¢~ : fé(c) <.

Puisque f est dérivable en ¢, ona f'(c) = fé(c) = f(;(c).

glconclut:ngé(c) =f'(c) =fé(c) <0, donc f'(c)=0.

Remarques :

1. Lannulation de la dérivée est nécessaire mais pas suffisante pour un extremum.

Exemple: f(x) = x3 f'(0) = 0, mais 0 n’est pas un extremum (f est strictement croissante).

2. Le résultat est faux au bord d’'un intervalle fermé.

Exemple : f(x) = x sur [0,1] admet un minimum en 0 et un maximum en 1, mais f’(x) =1 # 0.
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Théoréme 3.11 : (Rolle)
Soienta < bet f:[a,b] — R vérifiant :

i) f estcontinue sur [a, b],
ii) f estdérivable sur]a, b|,

i) f(a)=fb).

gors il existe c € ]a, b[ tel que f'(c) =0

Preuve :

Cas 1:Si [ est constante, tout c € ]a, b[ convient car f’(c) =

Cas 2 : Supposons f non constante.

Par le théoreme[2.8} f est bornée sur [q, b] et atteint ses bornes : il existe m = min f et M = max f, avec m < M (car f est
non constante).

Puisque f(a) = f(b), au moins I'un des deux extrémes m ou M est atteint en un point c € ]a, b[ (et non aux extrémités a ou
b seulement).

Donc c€]a, bl, f est dérivable en c, et ¢ est un extremum local.

Er le théoreme d’Euler, f'(c) =0

3.5 Théoreme des accroissements finis (TAF)
Théoréme 3.12 : (Accroissements finis)
Soienta < bet f:[a,b] — R vérifiant :

i) f estcontinue sur [a, D],

ii) f estdérivable sur]a, bl.

Alors il existe c € ]a, b[ tel que :

f)-f@=f'©-b-a

gltrement dit, il existe un point o1 la tangente est parallele a la corde [A, B] avec A= (a, f(a)), B= (b, f(D)).

Preuve :

Lidée est de se ramener au théoréeme de Rolle en soustrayant la droite (AB).

On pose :

e D -f@
g =fx)-— — —&x-a

Alors g est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b|, et

ga=f@ et gb=Ffb-(fb)-f@)=f(a

Donc g(a) = g(b). Par le théoreme de Rolle, il existe ¢ € ]a, b[ tel que g'(c) =0, i.e. :

b b) —
- f() f() =>f’(c)=f(l),_£(“)

gqui donne bien f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).
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Corolaire 3.13 : (Forme avec un parametre 0)
Soit f dérivable sur I et x € I. Pour tout h e R tel que x+ h € I, il existe 8 €10,1[ tel que :

|:. fx+h) - fx)=hf'(x+0h)

Exemple :
En appliquant le corollaire alnavec h=1:

1
Pour tout x > 0, il existe § €]0,1[ tel que In(x+ 1) —Inx = =0
X
1

1 1
Or——<——<—(car0<60<1),donc:
x+1 x+0 x

1 1
—<In(x+1)-Inx< —
x+1 X

L | 1 &1
!En sommant de p =1 a n, on obtient une encadrement de Z — par des quantités liées a In 7, montrant que o Z ——1.
p=1P nn,= p

3.6 Variations de fonctions
Propriété 3.14 : (Monotonie et dérivée)
Soit f dérivable sur I. Alors :

1. festcroissante < Vxel, f'(x) >0

2. f estdécroissante < Vxel, f'(x) <0

|:|3. f estconstante < Vxel, f'(x)=0

Preuve :

On démontre (1).

(=) Supposons f croissante. Pour x > xp dans I :

f(x) = f(x0) S

=0
X=X
En passant a la limite x — xg, on obtient f’(xg) > 0.
(<) Supposons f’(x) > 0 pour tout x € I. Soient x; < x; dans I.

Par le TAF sur [x3, x2], il existe c € ] x1, x»[ tel que :

fl) - fx)=(2—x1)-f'(c) =0
——
>0 >0

_Bcl)nc f(x2) = f(x1) : f est croissante.

Propriété 3.15 : (Dérivée strictement positive = strictement croissante)
Soit f dérivable sur I.
SivVxel, f'(x) >0, alors f est strictement croissante sur I.

De méme: si f' <0 sur I, alors f est strictement décroissante.
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Propriété 3.16 : (Critere fin de stricte monotonie)

SivVxel, f'(x) > 0etsi f' ne sannule pas sur un intervalle d’intérieur non vide, alors f est strictement croissante.

Attention : il faut que le domaine soit un intervalle. Contre-exemples :

-1 x<0
— fx)= a f’ =0 sur R* mais f n’est pas constante (lomaine non connexe).

1 x>0

1
— f(x) = —surR* a f/ <0 partout, mais f n’est pas décroissante sur R* (car f(-1)=-1<1= f(1)).
X

3.7 Limites de dérivées et regle de 'Hopital

Propriété 3.17 : (Existence de dérivée au bord par limite)
Soit f continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, bl.

Si lim f'(x) = ¢ existe (finie), alors f est dérivable a droite en a et fé(a) =/.
—>a+

Preuve :

Pour x € ]a, b], on applique le TAF sur [a, x] :
1l existe cy € ]a, x[ tel que :

fx)-fla)

X—a

= f,(cx)

Quand x — a*, ¢y € ]a, x[ donc ¢y — a* également. Donc:

[OJ@ _ prie,y —
X—a x—a*

_lR(l)nc fﬂ’l(a) =/.

Lemme 3.18 : (TAF généralisé (Cauchy))
Soient f, g continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, bI.

Il existe c € ]a, b[ tel que :

(fb) - f(@) g () = (g(b) - g(a@) f'(c)

Preuve :
On pose h(x) = (f(b) - f(a) g(x) - (8§(b) — g(@) f (x).

Alors h est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[, et on vérifie :

h(a) = (f(b) - f(@)g(a@) — (gb) - g(a) f(a)
h(b) = (f(b) - f(a) g(b) - (gb) — g(@) f(b)

On calcule :

h(b) - h(a) = (f(b) - f(@) (g(b) - g@) - (g(b) — g@) (fb) - f(@) =0

Donc h(a) = h(b), et par le théoreme de Rolle, il existe ¢ € ]a, b[ tel que h'(c) =0, i.e.:

L (f(b) - f(@)g'(c)=(gb)—g@) f'(c)
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Théoreéme 3.19 : (Regle de I'Hopital)
Soient f, g continues sur I, dérivables sur I sauf peut-étre en xp € I, et g’ ne s’annule pas sauf peut-étre en x.

!
Si @ — > /€eR,alors:
g (x) x—xo

f(x) = f(xo)
|:| g(x) — g(xg) x—xo

Preuve :

Pour x < xp (le cas x > xj est analogue), on applique le TAF généralisé de Cauchy sur [x, xo] :

Il existe ¢y € ] x, xo[ tel que :

(f0) - f(x0) &' (cx) = (8(x) — g(x0)) f'(cx)

Comme g'(cy) # 0 et g(x) # g(xp) (sinon par Rolle il existerait un point entre x et xo olt g’ = 0, contradiction), on divise :

[0 = fxo) _ flcx)
gx)—glxo) g'(cx)

Quand x — xp, ¢ €1x, Xg[ donc ¢y — Xo, et la limite est £.

Exemple :

—In(1+
On calcule lin(l) reostm Ty x3n( ) (avec f(xp) =0, g(xo) =0).
X—

1
Ona f'(x) = cosx — xsinx — ——, g’(x) = 3x?, donc:
1+x
1

! — i — —=
f(x)_cosx xsinx-— 5 .

g(x) 3x2 x—0

_|21Il applique a nouveau I'Hopital (forme 0/0), ou on utilise les développements limités.

3.8 Inégalité des accroissements finis et fonctions lipschitziennes

Théoréme 3.20 : (Inégalité des accroissements finis)

Soit f dérivable sur I avec | f'(x)| < M pour tout x € I. Alors :

v, yel, |fx)-f(y)|<Mlx-y|

En particulier, f estlipschitzienne de rapport M sur 1.

Preuve :

Soient x, y € I avec x < y (le cas x > y est analogue).

Par le TAF sur [x, y], il existe c € |x, y[ tel que :

f)-r@o=r1©-(y-x

En prenant la valeur absolue :

L [feo == ©]|x-y|<M|x-y|
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Corolaire 3.21 : (6! implique localement lipschitzienne)

Une fonction de classe 6! (dérivable et f’ continue) sur I est localement lipschitzienne sur I : elle est lipschitzienne sur

tout segment [a, b] c I.

Preuve :

Sur le segment [a, b], f' est continue donc bornée : il existe M > 0 tel que |f’(x)| < M pour tout x € [a, b].

Er le théoreme précédent, f est M-lipschitzienne sur [a, b].

3.9 Fonctions de classe €"

Définition 3.22 : (Classe €™)
Soit / unintervalleet f: I — R.

On dit que f est de classe €" sur I (et on note f € €"(I)) si f est n fois dérivable sur I et si la dérivée n-ieme f” est
continue sur /.

Si f € 6™ (1) pour tout n > 0, on dit que f est de classe € sur I (indéfiniment dérivable).

Remarques :
1. f e €°() signifie que f est continue sur 1.
2. Si f est (n+1) fois dérivable, alors f"” est dérivable donc continue, et f € €"(I).

3. fe¥€™(I)sietseulementsi f estindéfiniment dérivable sur 1.

Exemple :
Les fonctions sin, cos et exp sont de classe € sur R.

Pour sin, les dérivées successives suivent un cycle de période 4 :

L T L
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Chapitre 4

Intégration

4.1 Intégrale de Riemann

Soit f bornée sur [a, b].
Pour une subdivision a = xp < x; <--- < X, = b, on pose pour chaque sous-intervalle [x;_1, x;] :
m;= inf f(x) et M;= sup fx)
Xelxi-1,%i] x€[x;-1,%]

Petite somme de Riemann (somme inférieure) :

n
O(f) =) (xi—xi—1) m;
i=1

Grande somme de Riemann (somme supérieure) :

L(f)= i (x; — x;-1) M;

i=1

On a toujours ¢(f) < L(f).

Définition 4.1 : (Intégrabilité au sens de Riemann)

La fonction f est intégrable sur [a, b] si :

VYe>0, 3Jsubdivision telleque L(f)-¢(f)<e

b
_lems ce cas, f f(x) dx est 'unique réel compris entre ¢(f) et L(f) pour toute subdivision.
a

Exemples de fonctions intégrables : les fonctions en escalier, les fonctions monotones, et les fonctions continues sur [a, b].
Contre-exemple : la fonction de Dirichlet 1¢ (valant 1 sur Q et 0 sur R\ Q) n’est pas intégrable : pour toute subdivision,

¢(f)=0etL(f)=1,donc L-¢=1.
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4.2 Intégrales et primitives

Théoréme 4.2 : (Intégrabilité des fonctions continues)
Toute fonction continue sur [a, b] est intégrable sur [a, b].

Théoréme 4.3 : (Théoreme fondamental de l'analyse (1))

Soit f continuesur I etac I.

La fonction S définie par:

X
S(x) =f f(ode
a

est dérivable sur I et S'(x) = f(x).

gl particulier, S est de classe € LsurI.

Convention 4.4 : (Convention d'orientation)

a X a
|:I f f®de=0 et f f(t)dtz—f fndt six<a
a a X

Corolaire 4.5 : (Existence et unicité des primitives)
Toute fonction continue sur I admet des primitives.

Si F est'une d’elles, les primitives de f sont exactement les fonctions F + ¢ ol ¢ € R est une constante.

Preuve :

Par le théoreme fondamental, S = F + ¢ est une primitive de f pour un certain c.
Si G est une autre primitive de f, alors (G— F)' = f— f =0sur I.

Par la proposition[3.14] (dérivée nulle = fonction constante), G— F = c € R.
Donc G=F +c.

Corolaire 4.6 : (Théoreme fondamental de l'analyse (2))
Soit f continue sur I, a € I, et F une primitive quelconque de f. Pour tout be I :

b
f F(6) dt = F(b) - F(a) = [F(D)]}

Exemple :
+2
1. Les primitives de f(x) = x sur R sont F(x) = > +c.

2
2. Les primitives de f(x) = y/x sur Ry sont F(x) = §x3/2 ‘e

sur R sont F(x) = Arctanx + c.

3. L imitives d =
|:I es primitives de f(x) T2
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4.3 Propriétés de l'intégrale
Soient f, g continues sur [a, b].

Propriété 4.7 : (Propriétés de l'intégrale)
1. Linéarité:

b b b
f (f+g)w dxzf f(x) dx+f g(x) dx
a a a
b b
f Af(x) dx:/lf f(x)dx
a a
2. Relation de Chasles : pour tout c€ I,
b c b
IREIREIN
a a c
b
3. Positivité:si f > 0 sur [a, b], alorsf f(x)dx >0.
a

b b
4. Croissance:si f < g sur [a, D], alorsf f(x)dx <f g(x) dx.
a a

5. Inégalité triangulaire :

L [ renes

Preuve :

b
<f |f ()] dx

On démontre (5).

Pour tout x € [a, b], I'inégalité — | f(x)| < f(x) < | f(x)| donne, par la croissance (propriété 4) :

b b b
—f |f(x)|dx<f f(x)dxéf |f (0] dx

Ce qui signifie exactement :

L [ renes

b
<f |f (0] dx
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4.4 Application: le logarithme népérien

1
La fonction x — — est continue sur ]0, +oo[, donc elle admet des primitives sur cet intervalle.
X

Définition 4.8 : (Logarithme népérien)

. . . ]' ’
Le logarithme népérien est 'unique primitive de x — — sur R} s’annulanten1:
X

1
In'x=~ surR}, In1=0
X

X1
Autrement dit: Inx = f p dz.
|:| 1

Propriété 4.9 : (Relation fonctionnelle)

g)ur tous x,y>0:In(xy) =Inx+Iny.

Preuve :

Fixons y > 0 et posons f(x) = In(xy) pour x > 0.

Par la regle de dérivation des fonctions composées :
1
fl(x)= Yo'
Xy x

Donc f etIn ontla méme dérivée sur R} : elles difféerent d’'une constante.
Il existe c € R tel que In(xy) =Inx +c.

Pour déterminer ¢, on évalueen x =1

In(y)=In(l-y)=Inl+c=0+c=c

_chl)nc c=Iny,etonabienln(xy)=Inx+Iny.

Corolaire 4.10 : (Propriétés du logarithme)
Pour x>0:

1. In

1
—) =—-Inx.
X

2. In(x™) =nlnx pour neZ.

|:I 3. Plus généralement, In(x?/9) = S]n X pour Z €q.

Propriété 4.11 : (Propriétés analytiques deIn)

1. In est strictement croissante sur R} (car In' = i >0).

2. lim Inx=+ocet lim Inx = —oo0.
X—+00 x—0*

3. Croissances comparées :
. Inx .
|:I lim — =0 et lim xInx=0

X—+o00 Xx x—0t
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Preuve :

On démontre (3).
- 1 1
Limite en +oco. Pour x > lett > 1,ona vt < ¢, donc ; < 7
t

Par croissance de 'intégrale :
1 fxldr<fx L ar=[evi) =2vi-2
nx=| - —dt= =2vVx—
vt o h Vi !

Donc:

1 2 -2 2 2
cJInx _2yx-2 2

S STy T e
|
Par le théoréeme des gendarmes, ax 0.
X

1
Limite en 0". On pose y = —. Quand x — 0%, y — +oo, et :

x

1 1 1 1
xlnx == 'ln(—) ==-(-lny)= i A
|- y \yly y y—too

Remarque : la fonction exp est la réciproque de In, et par la formule de dérivation des réciproques :

1 1
exp’(x) = =71 =exXpx
In’(exp x) o

4.5 Intégration par parties

Théoréme 4.12 : (Intégration par parties (IPP))
Soient u, v de classe € sur [a, b]. Alors :

b b
|:I f u' (%) v(x) dx = [u(x) v(x)]Z—f u(x) v'(x) dx
a

a

Preuve :

Par la regle de Leibniz (dérivée d'un produit) :
(uv)' =v'v+uv
En intégrant les deux membres sur [a, b] et en appliquant le théoréme fondamental :

b b b
f U (x) v(x) dx+f u(x) v'(x) dxzf () (x) dx = [u(x) v(x)]2
a a a

gl en déduit la formule d’intégration par parties.

Exemple :

/2

1. Calcul de sz xcosxdx.
0

On pose u' =cosx et v=x,donc u=sinxet v’ =1.

La formule d'TPP donne :

/2
I= [xsinx]g/?‘—f sinxdx = g— [—cosx]gl2 = % —(0-(-1) = g -1
0

X
2. Calcul delzf Intdzt.
1

1
Onposeu' =letv=Int,doncu=rtet v’=;.

o1
I= [tlnt]’f—f t-;dt:xlnx—O—[t]f:xlnx—(x—l):xlnx—x+1
I:| 1
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4.6 Intégration par changement de variable

Théoréme 4.13 : (Changement de variable)

Soit ¢ de classe € 1 de [a, b] dans un intervalle I, et f continue sur I.

Alors :
b o(b)
|:, f fle)] @' x) dx:f fw) du
a ola)
Preuve:

Soit F une primitive de f sur I (qui existe car f est continue).

La fonction F o ¢ est dérivable sur [a, b] et, par la régle de la chaine :
(Fo) () =F'(px) ¢'(x) = f(px)-¢'(x)

Donc F o ¢ est une primitive de x — f(¢(x)) ¢’ (x) sur [a, b].
Par le théoreme fondamental (2) :

¢(b)
fu)du
)

b ) ~ b ~ =
L, f Flo@)] @' (x) dx = [F(px)], = Flpb) - F(p(@) e

Exemple :

1 e~
NS .
0 e2*+1

On pose u =e*,doncdu=e*dx. Quand x=0, u=1;quand x=1, u=e.

¢ du ¢ 7
1= = [Arctan u]] = Arctane — —
1 ur+1 4

- f”z xArcsin(xZ)d
L I= ———— “dx.
0 Vv1-x*
2x
On pose u = Arcsin(x?), donc du = dx.
(x) —

_ _q. 1 1y _
Quand x =0, u=0; quand x = 3, u = Arcsin(;) = &.

/6 1 1
sz u-—du=-
0 2 2

3. Surface du demi-cercle de rayon R.
On pose x = Rsinf, donc dx = Rcos6d0 et vV R — x2 = Rcos#.

Quand x=-R,0=~-7;quand x=R, 0 = 7.

|:I S:j;};\/Rz—xzdx:f

-m/2

/2 /2

RcosfO-Rcosfdb = sz
—7/2
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Chapitre 5

Etude locale des fonctions

5.1 Fonctions équivalentes

Définition 5.1 : (Voisinage d’'un point)

Pour a € R, on note & (a) '’ensemble des fonctions définies dans un voisinage de a, sauf peut-étre en a lui-méme.
On note & * (a) (resp. &~ (a)) le sous-ensemble des fonctions définies sur ]a, a+ r][ (resp. ]a -1, a[) pour un certain n > 0.

De méme, F (+00) désigne les fonctions définies sur ] xg, +oo[ pour un certain xg.

Définition 5.2 : (Fonctions équivalentes)
Soient f, g€ ¥ (a).

On dit que f et g sont équivalentes au voisinage de a, et on note f ~ g, s'il existe u € & (a) tel que :
a

f=u-g et )lclil}lu(x)=l

Intuitivement : f et g ont le méme ordre de grandeur et les mémes signes au voisinage de a.

Propriété 5.3 : (Caractérisations des équivalents)

1. Si g ne s’annule pas au voisinage de a (sauf peut-étre en a) :

|:|2. Si)lciiléf(x):)lcig}lg(x)zfyéo, alorsf;g.

Propriété 5.4 : (L'équivalence est une relation d’équivalence)

La relation ~ est réflexive, symétrique et transitive.
a

Preuve :
Réflexivité. Pour tout f € F(a),onaf=1-favecu=1 - 1, donc f ;f.

Symétrie. Si [ ~8 il existe u — 1 tel que f = ug.

Au voisinage de a, u(x) #0 (car u — 1 #0), donc on peut écrire g = % - f, avec % — 1.
Donc g ~ f-

Transitivité. Si f ~getg~ h,il existe u, v — 1 telsque f = ug et g = vh.

Alors f =uv-h,avecuv—1-1=1.

_lR?anZh'

Propriété 5.5 : (Obtention d’équivalents par dérivation)

Si f est dérivable en a et f'(a) #0, alors :

[ f@-f@~ fla)x-a)
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Preuve :

On calcule le rapport des deux expressions :

fO-fl@ 1 fx)-fla) 1

flax-a) fll@ x-a 1—a f'(a)

fla=1

_IR,OHC f&-f@~fla)x-a.

Exemple :

Equivalents classiques en 0 :

—ex—lgx, 1n(1+x)5x, sinxgx, tanx;x, sinhxsx

2 2

X X
— cosx—1~—-—, coshx—1~—
0o 2 0o 2

n
Y arx®+o(x") avec a, #0: f(x) ~ apx" (le terme dominant)
k=p

|:I— Pour f(x) =

Théoréme 5.6 : (Limite d'un équivalent)
Si f ~& etsl )lcl_l}glg(X) =/, alors }Jl’}lf(x) =/,

Propriété 5.7 : (Opérations sur les équivalents)
1. Produit:Si f ~get h ~ k, alors fh ~ gk.
1 1
2. Inverse:Si f ~get si f, g ne s'annulent pas, alors ? ~—.

a8
Attention: f ~ get h ~ k n'impliquent pas f + h ~ g+ k en général (les termes dominants peuvent se compenser).
a a a

Propriété 5.8 : (Substitution dans les équivalents)
Soient f = g et htelle que %im h(t) = a.
—a

gfo h et go h sont définies au voisinage de «, alors foh ~go h.

Exemple:
— sinx > x, donc sin(sin ¢) > sint > t. Par transitivité : sin(sin ¢) 3 t.

— 1+x%*-1 3 axcar [(1+ x)"‘];:0 = a et le terme constant vaut 1, donc par la prop.: 1+x%-1 ’ a(x—0)=ax.

tan3 x

— Calcul de lim ———:
x—01—-cosx

3

X2
et l1-cosx~—
2

tanx ~x = tan®x~x ~
0 0 0
Donc par produit/quotient :

tan® x x3
~ =2x 0
I:l 1—cosx 0 x2/2 x—0
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5.2 Fonctions négligeables et dominées

Définition 5.9 : (Fonction négligeable devant une autre (0))
Soient f, g € & (a).

On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a, et on écrit f = o(g), s'il existe ¢ € F (a) tel que :
f=¢e-g avec s(x)ﬁO

fx

gg ne s’annule pas, cela revient a % —0quand x — a.

Définition 5.10 : (Fonction dominée (O))
Soient f, g € & (a).

On dit que f est dominée par g au voisinage de a, et on écrit f = O(g), s'il existe u € F (a) bornée au voisinage de a telle
que f=u-g.

. , C s (%) . .
Si g ne s’annule pas, cela revient a dire que % est bornée au voisinage de a.
|=| glx

Propriété 5.11 : (Propriétés des petits 0)

Les fonctions sont dans % (a) :
(a) Transitivité: f =o(g)etg=0(h) = f=o(h).
(b) Stabilité par somme: f; = o(g) et fr=0(g) = fi + f> = 0(g).
(¢) Produito-O: fi =o(g1) et o= 0(g2) = fif2=0(g182)-

(d) Lienaveclalimitenulle: f =o(1)ena < )lcmgl fx)=0.

1 1
|:I(e) Inversion: si f, g ne s'annulent pas au voisinage de a: f = 0o(g) = § = o(—).

Propriété 5.12 : (Lien entre ~ et 0)

f~g = f-g=0(g)

gltrement dit, f est équivalente a g si et seulement si f — g est négligeable devant g.
Preuve :
f;g < Ju—1ltelque f=ug

— f-g=(u-1)g
-0

L = f-g=o0(g)

Exemple :
2
2 X
— En0:x“=o0(x) car;zx—»O.

n
— EnO:pourn>k, x" = o(xk) car — = £k 0.
x
1 x 1
— EnoO: f(x) = xzsin(_) = O(X) car & — xsin(_) —0.
X X X
x*
! — En+oo:xk=0(x")sik<ncar—n:xk—ﬂ_,o_
x
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5.3 Développements limités

Définition 5.13 : (Développement limité)
SoientaeRet f € F(a).

La fonction f admet un développement limité (DL) a 'ordre n en a s'il existe des réels ay, a1, ..., a, tels que, au voisinage

dea:

f=a+ai(x—a)+ax(x—a)?* +---+an(x—a)" +o((x- a)")

n
E partie polynomiale Z ar(x—a)* est appelée la partie réguliére du DL.
k=0

Propriété 5.14 : (Unicité du DL)

Si f admet un DL al’ordre n en q, il est unique.

Preuve :
Supposons que f admette deux DL en a al’ordre n :

fx)= Z ar(x—a)* + o(x—a)")
k=0

f@=Y bx-a*+o(x-a")
k=0

En soustrayant, on obtient :
n
0= (ar-bp)(x—a*+o(x-a)")
k=0
Soit p < nle plus petit indice tel que a, # by, (s'il existe). Alors :
0=(ap—bp)(x—a)? +o((x—a)”)

En divisant par (x — a)? et en faisant x — a:

0=a,—by#0

_Ecl)ntradiction. Donc ay = by pour tout k, et le DL est unique.
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5.4 Théoréme de Taylor

Théoréme 5.15 : (Taylor-Young)
Soit f définie au voisinage de a € R, (n — 1) fois dérivable au voisinage de a et n fois dérivable en a.

Alors, au voisinage de a :

2
FO = f@+x—a) f@+ %f”(m +

Mf(”)(a) +o(x-a)")

f(k) (@)
K

gltrement dit, f admet un DL al'ordre n en a, de coefficients ay =

Preuve :
Par récurrence sur n.

Initialisation (7 = 1). Par définition de f'(a) :

fla+h) - f(a)
h

!
o (@

Ce qui s’écrit f(a+h) = f(a) + hf'(a) + o(h). La formule est vérifiée.
Hérédité. Supposons la formule vraie jusqu’'al’ordre n — 1.

On pose h = x — a et on définit la fonction :
h? h"
g =fa+h-f@-hf'@-=f@--—f"@
On calcule la dérivée de g :
h
g =f"a+h~f@-hf'@- ="
C’est exactement I'erreur du DL a 'ordre n—1 de f’ en a. Par hypotheése de récurrence appliquée a [ :
g/(h) — O(hn_l)

Par 'inégalité des accroissements finis appliquée a g sur [0, h] (avec g(0) =

lg()| =|gh) - g <Ihl- max |g'()| =1hl-o(InI""") = o(h")

_lR(I)nc g(h) = o(h™), ce qui est exactement la formule de Taylor-Young a I’ordre n.
Théoréme 5.16 : (Taylor avec reste intégral)
On suppose f de classe €"*! sur]a—a,a+ a[. Pour |h| < a:

hﬂ

fla+h = f@+hf'@-+-+—f"@+ra(h

n!

avec le reste intégral :
1-
rn(h) = h”“f ( f““”( +th)dr

et le reste de Lagrange :

Mhn+l
|:I |rn(h)|<L avec M= max |f(””)(x)|

(n+1)! x€la—a,a+al
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Exemple :
DL classiques en 0 a 'ordre 7 :

2 n
X X
ex:1+x+_+...+_+0(xn)
2! n!
2 4 2k
X X X
cosx=1-—+=——...4+(=DF +0(x2k+1)
20 4l 2k)!
3 5 2k+1
X X X
Sinx:x——+__...+(_1)k +0(x2k+2)
3! 5! k+1)!
2 4 2k
X X
coshx:1+—+_+...+_+0(x2k+1)
2 4 (2k)!
3 X0 x2k+1

sinhx=x+=—+"—+---+ +0(x2k+2)
3l 5! 2k +1)!

xZ x3 (_1)n+1xn

Inl+x)=x——+——+-+————+o0(x"
(1+x) S+ - (<")
a(a—1 a(e—1)---(a—n+1
(1+x)“:1+ax+¥x2+-~+ ( ) nf )x”+o(x”)
1
L, —— =1+x+ x>+ +x"+0(x")
1-x

5.5 Opérations sur les DL

On se limite aux DL en 0.

n n
1. Addition:si f(x) = Y arx*+o(x") et g(x) = Y brx* + o(x"), alors :
k=0 k=0

n
(F+8)x) =) (ar+by) xk+o(x")
k=0

n
2. Produit: (fg)(x) = Y cxxF +o(x") aveccx = Y. a;b;.
k=0 i+j=k

3. Composition :si g(x) — 0 quand x — O et f(y) =ap+ a1y +---+any™ +o(y"), on substitue y = g(x) et on tronque a

I'ordre n.
4. Quotient: si g(0) # 0, on effectue la division euclidienne tronquée des polynomes.

5. Primitive:si f(x) = ag+ a1 x+---+ a,x" + o(x") et F est une primitive de f :

a a
F(X)ZF(O)+a0x+—1x2+...+ n xn+1+0(xn+1)
2 n+1

Exemple:

1. DLde ¢"* alordre 3 en 0.

On commence par le DL de sinx :
3
X
sinx=x— "=+ o(x%)
On pose y =sinx et on applique le DL de e’ :

2 3

yo .,y 3
V=1+y+—+"—+
e y 5 6 O(J’)
. 5\ 1 AR 3
651nx:1+(x_%)+§(x_%) +é(x_%) +O(x3)

En développant et en gardant les termes d’ordre < 3 :
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Donc:
3 .2 .3
; ¥ o x
M= 14+x- "+ =+ = +0(x°)
6 2
x? 5
=1l+x+=—+o0(x’)

2. DLdetanx al'ordre 5 en 0 (division de sin x par cosx) :

1 2
tanx = x+ =X + —x° + 0(x°)
3 15

3. DL de Arctan par intégration.

On part du DL:

1

m = 1—xz+x4_...+(_1)ﬂx2n+o(x2n+1)

En intégrant terme a terme (opération (5)) et en utilisant Arctan0=0:

3 5 n 2n+l
bl 'd -D"x
Arctanxzx——+——-~+L+o(x2”+l)
3 5 2n+1
4. Calcul de limite.
3 3
x x
sinhx —sinx = (x+ 5t 0(x3)) - (x— 5t 0(x3))
3
X 3
=—+o(x
= ol)

Donc:
. sinhx-sinx 1
lim—— =~
x—0 x3 3

Remarque (DL et équivalents) : si f(x) = ap(x—x)” + -+ an(x— x0)" + 0(x — x9)") avec a,, # 0, alors le terme dominant

est a,(x — xp)P etdonc:

~ _ p
fx) o ap (x— xp)
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5.6 DL alinfini

Définition 5.17 : (DL en +00)

Soit f définie sur ] A, +oo].
Elle admet un développement limité a1’ ordre n en +oo s'il existe ag, a1, ..., a, € Rtels que :
a, a ap 1
=ay+—+—+--+—+0l—
F) = ao x  x2 xn ° x”)
) 1 , 1
|:Mlethode :on pose u = P 0 et on obtient un DL en 0 de f(; .
Exemple :
X
DL de f(x) = 1 al’ordre 2 en +oo.
x [—
1
Onposeu=——0:
x
x 1 1
x-1 1-1 1-u
On applique le DL de 1 en0:
-u
1 , ) 11 1 )
——=1l+u+u"+ =l+—+—=+0—
|:I T u+u+o(u”) PR b
5.7 Applications des DL
5.7.1 Tangentes au graphe
Soit f de classe €" avec DL en xy :
(x

_ p
£ = Fxo)+ (x—x0) f(xp) +-+ + T’,“’) £ (x0) + o{(x = x0)7)

()
avec a, = 7 (xo) 70
p!
La tangente en xg est T (x) = f(xo) + (x — xo) f'(x0), et :
f(X)—Tx) = (x-x0)’[ap+e(x—xp)] avece—0
Donc f(x) — T(x) ale signe de a, (x — xo)? pour |x — xp| petit.
— Si p est pair: (x—xp)” >0, donc f - T est du signe de a, des deux c6tés de xo.

— Si p estimpair : le signe de f — T change au passage de xp.

Exemple:
cosx

Pour f(x) = ,leDLen0al’ordre 2 est :

+X

fx)=1- %x— éxz + o(xz)

1
LatangenteenOest T'(x) =1- Ex.

1
Ona f(x)-T(x) = —gxz + 0(x?) < 0 au voisinage de 0.

_Bcl)nc le graphe de f est en-dessous de sa tangente en 0.
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5.7.2 Branches infinies

La droite x — ax + b est une asymptote au graphe de f en +oo si f(x) — (ax+b) — 0,i.e. f(x) = ax+ b+ e(x) avec €(x) — 0.

Méthode de détermination :
f(x)

1. Oncalculea= lim —.
x—+00 X

2. Si aest fini, on calcule b = thP [f(x) - ax].

1
Sif(x)=ax+b+ a + o(—) avec aj # 0, alors f(x)—(ax+b) o ﬂ, ce qui précise la position relative du graphe par rapport
X X o X

al’asymptote.

Exemple:

[ .3
On étudie f(x) = x—len +00 et —oco.
x—
Ona2;=R\]0,1].
x3 X 1 1\"/2
= = = — ]___
fx P x‘/x—l x 1_% x( x)

On utilise le DL de (1 - u)""/> en 0 al'ordre 2 (avec u = 1) :

(-5) e o)
1-- =1l+—+—+0 —
X 2x  8x2 x2

En +oo: pour x> 1,

Donc:

f()— +l+i+ (l)
v 2 8x Ox

1
L'asymptote en +oco est y = x + >
1 3 1
Comme f(x)— (x + 5) = + o(—) > 0 pour x grand, le graphe est au-dessus de 'asymptote.
X X

1
En —co: pour x <0, f(x) = —x, | T etle méme calcul donne :
T x

f(x):—x—l+i+o(l)
2 8x X

1
Lasymptote en —coest y = —x — >

1 3 1
g)mme fx) - (—x - E) iy + o(;) < 0 pour x — —oo, le graphe est en-dessous de I’asymptote.
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