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Université de Rouen Algébre matricielle.
L2 Mathématiques
Année 2013-2014.

Fiche 1. Révisions des premiéres notions d’algebre linéaire.

Exercice 1.
Pour chacun des espaces vectoriels réels suivants, donner la dimension et la base canonique :

E=R, E=R? E=R% E=R", E=C, E=Ry[X], E=R3[X], E=R,[X], E=M,®R), E=M;5;®).

Exercice 2.
On considere u; = (1,-1,2), u» = (2,3,-1), ug =(-1,1,-3).

!Montrer que B = (uy, uy, us) est une base de R3.

Exercice 3.
On considere :

P=Xx3-1, Q=-2X3+X2-X, R=X3+2X%+X+3, S=-3X3+2X2-2X+1.

|:Mlontrer que B = (B Q,R,S) est une base de R3 [X].

Exercice 4.
On considere les matrices suivantes :

1 0 -2 1 1 2 -3 2
Al = A2 = A3 = A4 =
0 -1 -1 0 1 3 -2 1

|:Mlontrer que B = (A, Ay, Az, Ay) est une base de M3 (R).

Exercice 5.
Montrer que le sous-ensemble F suivant est un sous-espace vectoriel de R® :

F:{(x,y,z)eIR?’|2x+y—z=0}

_lR(I)nner une base de F et en déduire la dimension de F.

Exercice 6.
Montrer que le sous-ensemble H suivant est un sous-espace vectoriel de M (R) :

a b
H= a,bc,deRet a+tb+c—d=0
c d

_B(I)nner une base de H; en déduire la dimension de H.

Exercice 7.
Montrer que le sous-ensemble K suivant est un sous-espace vectoriel de Ry [X] :

K={PeR,[X]|2P(0)-P(1)=0}

_B?nner une base de K ; en déduire la dimension de K.



Exercice 8.
On considere :

fix—sinx; g:x—cosx; h:x—sin(2x); k:x— e*.
_Bf’zmontrer que la famille ( f,8h, k) est une famille libre de I’espace vectoriel réel des fonctions de R dans R.

Exercice 9.
Soit f :R? — R? telle que f((x,y)) = (2x—y, x+y).

1. Montrer que f est un endomorphisme de R?.
2. Ecrire la matrice de f relativement a la base canonique de R?.

3. Déterminer Ker f.  f est-elle bijective?

|:I 4. Déterminer Im f.

Exercice 10.
Soit 'application linéaire f de R® dans R? telle que :

f((x,3.2))=(x—y+z 2x+y—2z, 3x+3y—3z).

1. Ecrire la matrice de f relativement a la base canonique de R.
2. Déterminer Ker f.  f est-elle bijective?
3. Déterminer Im f.

4. On prend comme deuxiéme base de R? la base 3 de I'exercice 2.
(@) Ecrire la matrice de passage de la base canonique 4 la base 5.

(b) Quelles sont les composantes du vecteur a = (—1,1,3) dans la base B?

|:I (c) Déterminer la matrice de f relativement a la base B.

Exercice 11.
Soit f un endomorphisme de E, espace vectoriel sur R de dimension 4, et soit £ = (ey, ..., €4) une base de E.

On suppose que pour tout x = xje; + Xoe» + X3e3 + x4e4 € E,ona:
f(x)=x1e1+ (x2+x3) ex + (x3 + X4) €3 + Xg4.

1. Ecrire la matrice A de f dansla base &.
2. Déterminer le noyau et 'image de f.
3. Montrer que A — I, est nilpotente. Expliciter la relation entre I, A, A? et A",
4. Soit &' = (€}, ..., }) la famille de vecteurs de E définie par :
el=e—ertes

e,=e—e3+ey

Montrer que £’ est une base de E.

|:I 5. Déterminer A’ matrice de f dans la base £’



Exercice 12.
Soit E = R* muni de sa base canonique B = (ey,..., e4) et soit u 'endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est

donnée par :

1 01 1

2 1 0 1
M =

31 1 2

4 1 2 3

1. Déterminer le noyau et 'image de u (on précisera une base de Ker u et Im u).
Ces deux sous-espaces vectoriels sont-ils supplémentaires?

2. On compléte une base de Ker u en une base B’ de E.

! Ecrire la matrice M’ de u dans cette base B'.

Exercice 13.
Soit E un espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que E= F & G.

On appelle projection sur F parallélement a G I'application p de E dans E définie par:
p(xp+xg)=xp (¥

ouxgeFetxgeG.
Soit E = R3 muni d'une base B = (e}, e, e3) et D,, la droite vectorielle engendrée par u =e; + e + e3.

1. Expliquer pourquoi p est définie par la relation () ci-dessus.
2. Démontrer que p est une application linéaire.

3. Soit H le plan vectoriel engendré par e; et e,. Montrer que E= H® D,,.

|:I 4. Soit p la projection sur H parallelement a D,,. Donner la matrice de p dans la base B.

Exercice 14.
On considere les matrices :

-1 3 0
1 0 -1 0
A = B = 2 _1 1 C =
-2 5 3 1
0 0 1
Calculer les opérations de matrices suivantes :
A+C —2A AC CA A? B? Al B'
Exercice 15.
On consideére les matrices :
-1 2 1 0 4
-1 3 1 0 1 -2
A=(3 1 3 B= c=|3 o| D= E=|lo 1 o| F=
2 -2 -3 -1 0 1
-4 1 -1 0 1

!Effectuer tous les produits possibles de deux matrices prises parmi les matrices précédentes.



Exercice 16.
On considere I’ensemble :

z 0
G= MEMZXZ(C) M= ,Z€C
0 z

1. Montrer que G est un espace vectoriel sur R, mais pas sur C.
2. Déterminer une base de I'’espace et donner la dimension.
3. Montrer que A,Be G= AB€G.

|:I Montrer que 'ensemble Gy = G\ {02} est un groupe abélien par rapport a la multiplication matricielle.

Exercice 17.
On considere les matrices :

4 0 1 O 2 01 0 2 01 0
-1 5 0 O 05 0 0 -1 5 0 0
A= ’ A1= ) AZ— ’
1 0 0 2 1 0 0 2 0 0 0 2
2 0 0 2 2 0 0 2 0 0 0 2
4 0 1 0 4 0 1 O 4 -1 1 2
-1 5 0 0 1 0 0 2 0o 5 00
A3: ’ A4: ’ AS—
1 0 0 1 -1 5 0 O 1 0 0 O
2 0 01 2 0 0 2 o 0 2 2

1. Calculer le déterminant de A;, Az, A3 et A4 en utilisant le développement par rapport a une ligne/colonne.
2. Déterminer det A a partir de det A; et det A,.

3. Déterminer det A a partir de det As.

4. Déterminer det A a partir de det Ay.

|:I 5. Déterminer det A a partir de det As.

Exercice 18.
Calculer chacun des déterminants suivants :

1 1 0 0 0
1 1 0 0 1 1 1 1 1 2 3 4
01100 1 2 3
01 10 1 2 2 2 2 3 4 1
001 10 2 31
0 0 1 1 1 2 3 3 3 4 1 2
00 0 1 1 31 2
1 00 1 1 2 3 4 4 1 2 3
1 00 0 1
1+4x 1 1 1 1 x x* 1 x 1 1
1 x x%
1 1+x 1 1 1y y* ) I x - 1
1y )y
1 1 1+x 1 1 z z¢2 28
1 z 22
1 1 1 1+4x 1 ¢t 2 8 1 1 x




1 1 1 1 1
a+2z12; 2122 Z1Zp
by a a - a a
2221 a+222p - 222
by b, a - a a
ZnZ1 ZnZo e X+ 252,
by by by -+ by an
!Ofl a=z1Z1+ - +2,25.
Exercice 19.
Soient M et U les matrices carrées de taille n données par :
1 a a 1 1 1
M:= , a#b, U=
. '- .-. a
b --- b 1 1 1 - 1

1. Montrer qu'il existe «, § € R tels que quel que soit x € R on ait det (M + xU) = ax + .

|:I 2. Calculer det (M — aU) et det (M — bU). En déduire det (M).




Université de Rouen Algébre matricielle.
L2 Mathématiques
Année 2013-2014.

Fiche 1. Révisions des premieres notions d’algebre linéaire. — Corrigé.

Exercice 1.
Pour chacun des espaces vectoriels réels suivants, donner la dimension et la base canonique :

E=R, E=R? E=R% E=R", E=C, E=Ry[X], E=R3[X], E=R,[X], E=M,®R), E=M;5;®).

Correction de I'exercice 1.
() E=Restdedimension 1 sur R.

Base canonique B = (1) (tout réel non nul convient a la place de 1).
En effet, pour tout x e R, x = x x 1.
(» E=R?estde dimension 2 sur R.

Base canonique :

1] [0
B= ,
0 1
Lécriture dans la base canonique est unique :
X 1 0
=X +y
y 0 1
(® E=R3 estde dimension 3 sur R.
Base canonique :
1 0 0

B=|lof,|1].,]0

() E =R" est de dimension n sur R.

Base canonique B = (e, e3,..., e,) ol e; est le vecteur colonne ayant un 1 en position j et des 0 ailleurs :

0

ej=|1 — j*™me ligne

(») E=C estde dimension 2 sur R.
Base canonique 5 = (1, ).

Tout ze Cs’écritz=a+ibavec a,beR.




() E =C estde dimension 1 sur C.
Base canonique 5B = (1).
En effet, pour tout z€ C, z=2zx 1.
® E=Ry[X]={a+bX+ cX? | a, b, c € R} estl'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a 2.
Base canonique B = (1, X, X?)
Donc E est de dimension 3.
® E=Rs[X]={a+bX+cX*>+dX3 | @,b,c,d € R} est'ensemble des polyndomes de degré inférieur ou égal a 3.
Base canonique B = (1, X, X2, X3)
Donc E est de dimension 4.
» E=R,[X].
Base canonique B = (1, X, X?,..., X")
Donc E est de dimension n+ 1.
» E=M;®).

Base canonique :

Donc E est de dimension 4.

» E=M;3®).

Base canonique :

|:l Donc E est de dimension 9.



Exercice 2.
On considere u; = (1,-1,2), u» = (2,3,-1), ug =(-1,1,-3).

Montrer que B = (uy, Uz, u3) est une base de R3.

Correction de 'exercice 2.
Soient 14, A, et A3 trois réels tels que

Ay +Arup + A3ug ZOR3

c’est-a-dire :

ce qui donne le systéme :

A +22,—23=0 A +21—-A3=0
—/11+3/12+/13=0 ®<5/12=0 Ly —Li+Lp
2A1—22-3A3=0 2A1—A2-3A3=0

A +21—-13=0
={1,=0

201 =12-313=0

A=-A3=0
—=1{=0
211 =313 =0
A-A3=0
=1{1,=0 Ly —Ly—2IL,
~13=0
A1=0
={1,=0
A3=0

La famille (u;, uy, u3) est donc libre.

De plus, dans un espace de dimension 3, toute famille libre de 3 vecteurs est génératrice, c’est donc une base de R3.
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Exercice 3.
On considere :

P=X3-1, Q=-2X3+X?-X, R=X3+42X?+X+3, S=-3X3+2X?-2X+1.

|:Mlontrer que B= (B Q,R,S) est une base de R3 [X].

Correction de 'exercice 3.
On écrit les coordonnées de P, Q, R, S dans la base canonique B, = (1, X, X2,X3) :

-1 0 3 1

0 - —
Pp.=| |, @s=| | ®s=|| (5=

0 1 2

1 -2 1 -3

Soient 11,A2,13,14 e Rtels que A1 P+ 12Q + A3R+ A4S =0, ce qui donne le systeme :

A —2A2+A3-314=0 A —22+A3-314=0
A2+2A3+2A4=0 /12+2/13+214=0
< <~ Ly —Ly+ 13
A2 +A3-214=0 313=0
-A1+3A3+A4=0 —A1+3A3+A4=0
A1 =212 -314=0
A2 +214=0
A
A3=0
A1 +A4=0
A1 —212—-314=0
Ay =—=204
(=
A3=0
A =4
211 =0
Ao =—24
=2
A3=0
A=A
A1=0
A2=0
(=
A3=0
Ay =0

La famille B= (B Q,R,S) estlibre.

Dans un espace de dimension 4, toute famille libre de 4 vecteurs est génératrice, donc BB est une base de R3 [X].
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Exercice 4.
On consideére les matrices suivantes :

A= Ay = Az = Ay =
0 -1 -1 0 1 3 -2 1

|:Mlontrer que B = (A1, Ay, Az, Ay) est une base de M (R).

Correction de I'exercice 4.
On identifie chaque matrice 4 un vecteur colonne de R* via la base canonique B; = (E11, E12, E21, E»2) 1a base canonique de

Mo ([R):

1 O 0 1 0 0 0 0
A= 1 +0 + 0 +(-1)
0 0 0 0 1 O 0 1
1 0 0 1 0 0 0 0
Ay =(-2) +1 +(-1) + 0
0 0 0 0 1 O 0 1
1 0 0 1 0 0 0 0
As= 1 +2 + 1 + 3
0 0 0 O 1 O 0 1
1 0 0 1 0 0 0 0
Ay =(-3) +2 +(-2) + 1
0 0 0 0 1 0 0 1
d’ot1 les vecteurs de coordonnées :
1 -2 1 -3
0 1 2
(A)p, = ) (A2)B, = ) (A3)p, = ) (Agp, =
0 -1 1 -2
-1 0 3 1

On forme la matrice A dont les colonnes sont ces vecteurs et on la réduit par opérations élémentaires sur les lignes :

1 -2 1 -3 1 -2 1 -3
a0t 2 2 e 012 2
0 -1 1 —2|llathifg o0 3 0
-1 0 3 1 0 -2 4 -2
1 -2 1 -3
Ly—Ly+20, |0 1 2 2
0 0 3 0
0 0 8 2
-2 1 -3
Ly—Ly-3L5 | O 2 2
0 0 0
0 0 o0

La matrice est échelonnée avec un pivot par colonne, donc la famille 5 = (A;, Az, A3, Ay) est libre.
De plus, un pivot par ligne signifie que la famille est génératrice.

C’est donc une base de M (R).

12



Autre méthode. On peut aussi construire explicitement la base canonique a partir de 3. On pose :

, -3 2 1 0 -2 1 -1 0
A =A4—2A1-2A, = -2 -2 =
-2 1 0 -1 -1 0 0 3
Puis :
0 -1 0 0 0 0 0
Al+A = + = —_— =Ey
0 -1 0 3 0 2 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0
A1+ = + = —E11
0 1 0 -1 0 1 0 0
3 0 3 0 0 0 3 1
Al +Ax+ Az = , -2 = — =E,
0 2 0 2 0 1 0 0 0 0
1 0 0 1 -2 1 2 0 0 -1 0 0 0 0
Ar+2 — = + + = — =Es
0 0 0 0 -1 0 0 0 0 O -1 0 1 0

On a ainsi obtenu la base canonique (E1y, E12, E21, E22) comme combinaisons linéaires de B, donc B est génératrice.
Etant génératrice dans un espace de dimension 4 avec 4 éléments, 53 est libre et

_lBlonc B est bien une base de M (R).

Exercice 5.

Montrer que le sous-ensemble F suivant est un sous-espace vectoriel de R3 :
F={(x,y,2) eR’ | 2x+y—z=0}

_|Bcl)nner une base de F et en déduire la dimension de F.

Correction de I'exercice 5.

Montrons que F est un sous-espace vectoriel de R®.
On utilise la caractérisation par stabilité par combinaison linéaire.
(») Montrons que F est non-vide : (0,0,0) vérifie 2x 0+0—0 =0, donc (0,0,0) € F donc F # @.

(») Montrons que F est stable par combinaison linéaire :
X1 X2
Soient | y; [€ F, |y, |€ Feta,beR. Donc:

21 Z2

2x1+y1—21=0 et 2x2+)y2—22=0

Donc:

2(axy +bxp) + (ay1 + by2) — (az1 + bzy) = a(2x1+ y1 — 21) + b (2x2 + y2 — 22)
=ax0+bx0=0

X1 X2

doncaly, |+b|y, | €F.

<1 22

13



F est donc un sous-espace vectoriel de R3.

Base et dimension de F.
X

Unvecteur | y | € F vérifie2x+y—-z=0 <= z=2x+y,donc:

z
X X 1 0
2 y =x[0|+y|1
z 2x+y 2 1
0 1

En posant u; = | 1| (obtenu pour x =0, y =1) et u» = | 0 | (obtenu pour x = 1, y = 0), tout élément de F s’écrit comme

1 2
combinaison linéaire de u; et uy, donc F = Vect (1, u).

La famille (u;, up) est libre car les vecteurs ne sont pas colinéaires. C’est donc une base de F :

o\ (1
Br=||1],]0
1] \2

etdim (F) = 2.
Autre méthode (noyau d’'une application linéaire). On considere 'application :

L: R — R

y| — 2x+y-=z
z

L est une application linéaire et F = ker (L). Tout noyau d'une application linéaire est un sous-espace vectoriel, ce qui
redonne que F est un sous-espace vectoriel de R3.

Par le théoréme du rang :
dim (ker (L)) + dim (Im (L)) = dim (R*) = 3

_|2r| Im (L) = Rdonc dim(Im (L)) =1, dott dim (F) = dim (ker (L)) = 2.

Exercice 6.
Montrer que le sous-ensemble H suivant est un sous-espace vectoriel de M (R) :

a b
H= a,bc,deRet a+tb+c—d=0
c d

_Bcl)nner une base de H; en déduire la dimension de H.

14



Correction de I'exercice 6.
H est un sous-espace vectoriel de M (R).

0
)EHetH;ﬁQﬁ.

Non-vide : La matrice nulle vérifie 0+0+0—0 =0, donc (
0 0

C1 dl 2 dZ
Onaa;+b1+ci—di=0etax+by+c,—dr =0.

) ay b a b .
Stabilité : Soient M; = €eHetM,= € H, etsoita € R.
c

Pour la somme :

a+ay b1+b
M1+M2=(1 2 D1 2)

co+cy di+ds
On vérifie :

(a1 + ag) + (b1 +b2) + (c1 + ¢2) = (dy + do) = (a1 + by + c1 — dy) + (az + ba + ¢ — db)
=0+0=0

donc M7 + M5 € H.

Pour la multiplication scalaire :
aa; ab
(XMl =
acy  ad
On vérifie :

aa+aby+aci—adi=a(a+b1+cp—-d))=ax0=0

doncaM; € H.

H est donc un sous-espace vectoriel de M (R).

Base et dimension de H.

~|la b
Une matrice

)eHvériﬁea+b+c—d=0 < d=a+b+c, donc:
c d

a b a b 1 0 0 1 0 0
— =a +b +C
c d c a+b+c 0 1 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0
AI: ) A2: ’ A3:
(0 1) (0 1) (1 1)

obtenus respectivement pour (a=1,b=0,c=0), (a=0,b=1,c=0) et (a=0,b=0,c=1), tout élément de H s’écrit A =

En posant:

aA; +bAy + cAs, donc (A, Ay, A3) est une famille génératrice de H.

Liberté : Soient 11,12, 13 € R tels que 11 Ay + 12 Az + A3 A3 =0, C’est-a-dire :

M Ao 00
A3 A+ + A3 0 0

On lit directement A; =0, A, =0, A3 = 0. La famille est libre.

El’ A,, A3) est donc une base de H et dim (H) = 3.

15



Exercice 7.
Montrer que le sous-ensemble K suivant est un sous-espace vectoriel de R, [X] :

K={PeRy[X]|2P(0)-P(1)=0}

_B(I)nner une base de K ; en déduire la dimension de K.

Correction de I’exercice 7.
K est un sous-espace vectoriel de R, [ X].

Non-vide : Le polynéme nul vérifie2x0-0=0,donc 0 e K et K # @.
Stabilité : Soient Qe Ket LeR.
Ona2P(0)—P(1)=0et2Q(0)—Q(1) =0. Calculons 2(AP+ Q) (0)— (AP+Q)(1):

2(AP+Q)(0) - (AP+Q) (1) =2AP(0) +2Q(0) - AP (1) - Q(1)
=A[2P(0) - P (D] +[2Q(0) - QD]

=Ax0+0=0

donc AP+QE€K.

K est donc un sous-espace vectoriel de R, [X].

Base et dimension de K.

Soit P € R, [X], on écrit P (x) = ax® + bx+c.Ona:
P0) =c, P)=a+b+c
La condition P € K s’écrit :
2P0)-P(1)=0 << 2c-(a+b+c)=0 <= c—-a—-b=0< c=a+b
Donc:
P(x)=ax2+bx+a+b:a(x2+1)+b(x+1)

Tout élément de K s’écrit comme combinaison linéaire de x* + 1 et x+ 1, donc la famille (X2 + 1, X + 1) est génératrice de K.

Liberté : Les polynomes X? + 1 et X + 1 sont de degrés distincts (2 et 1), donc ils sont linéairement indépendants.

gnsi Bk = (X +1, X?+1) est une base de K et dim (K) = 2.
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Exercice 8.
On considere :

fix—sinx; g:x—cosx; h:x—sin(2x); k:x— e*.

_Blémontrer que la famille ( f,8h, k) est une famille libre de I’espace vectoriel réel des fonctions de R dans R.

Correction de 'exercice 8.
Soient 11,12,A3,A4 € R tels que :

A1sinx+Ascosx+ Azsin(2x) + l4e¥ =0 VxeR

En évaluant en des valeurs particulieres de x :

Pourx=0:
Az + /14 =0
b4
Pourx=—:
2
Al + /1467“2 =0
Pourx=m:
—7L2+7L4e” =0
(1) + (3) donne :
Ay (l + e”) =0

tretso =

En remplacant 14 dans (1), on obtient .
En remplacant 14 dans (2) on obtient .

En remplacant 1;, A, et A4 par 0 dans (E), il vient que

VxeR, A;sinx+Ascosx+Azsin(2x)+Ase* =0

= VxeR, A3sin(2x)=0

Comme il existe des valeurs x € R tel que sin (2x) # 0 on conclue que .

glns R.

Exercice 9.
Soit f :R? — R? telle que f((x,y)) = (2x—y, x+Y).

1. Montrer que f est un endomorphisme de R?.
2. Ecrire la matrice de f relativement a la base canonique de R?.

3. Déterminer Ker f.  f est-elle bijective?

|:I 4. Déterminer Im f.

17
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Correction de I'exercice 9.
1. f estun endomorphisme de R?.

Soient A€ R, (x,y) e R® et (x',)') € R?. Alors :
fy)+Af ()= 2x—y x+y)+ 224" -y, X'+ )
=(2x—y+2Ax" -2y, x+ y+ Ax + 1Y)
2(x+AxX)=(y+Ay), (x+Ax") + (y + 1))
(x+Ax', y+ 1Y)

(v, ) +A ()

=f
=f
Donc f est linéaire, et comme f : R? — R?, c’est un endomorphisme de R?.

2. Matrice de f dans la base canonique.

1 0
La base canonique de R? est Bz = (( ) , ( )) On calcule :
0] \1

f1,0=02x1-0,1+0)=(2, 1),

f0O,1)=2x0-1,0+1)=(-1,1)

La matrice de f dans la base canonique est :

X X 1 0
On vérifie: pour | |eR? onal| [=x| |+y| | donc:
y v 0 1

3. Noyaude f et f est-elle bijective?

(x,y) € ker f si et seulement si f (x, y) = (0,0), soit :

Il
o

2x-y=0 2x=y 2x=-x X
f(x,y) =(0,0) <= — — —
x+y=0 y=-x y=-x

<
Il
[}

Donc ker f = {(0,0)}.
f estun endomorphisme avec son noyau est réduit vecteur nul, donc f est injective.
f estun endomorphisme injectif d'un espace de dimension finie, donc d’apres le théoreme du rang, f est surjective,
et donc bijective.
4. Imagede f.

f est un endomorphisme de R?, donc par le théoréme du rang :

dim (ker f) +dim (Im f) = dim (R?) = 2
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Or dim (ker f) = 0, donc dim (Im f) =2, d’ott :

Im f = R?
[

Exercice 10.
Soit 'application linéaire f de R® dans R® telle que :

f((x3.2)=(x—y+z 2x+y—2z, 3x+3y—3z).

1. Ecrire la matrice de f relativement a la base canonique de R.
2. Déterminer Ker f.  f est-elle bijective?
3. Déterminer Im f.

4. On prend comme deuxiéme base de R3 la base B de I'exercice 2.
(@) Ecrire la matrice de passage de la base canonique 4 la base 5.

(b) Quelles sont les composantes du vecteur a = (—1,1,3) dans la base B?

! (c) Déterminer la matrice de f relativement a la base B.

Correction de I'exercice 10.
1. Matrice de f dans la base canonique.

On calcule 'image des vecteurs de la base canonique Bg = (e}, e2,€3) :
£1,0,0)=(1,2,3)
f(o) ].,0) = (_]-; ]-)3)

f0,0,1)=(1,-1,-3)

La matrice de f dans la base canonique est :

1 -1 1
A=Mp,(f)=[2 1 -1
3 3 -3
2. Noyaude f et f est-elle bijective?
Soit U =(x,y,2).Ona u eker f < f(x,y,2) =0, soit:
xX-y+z=0
2x+y—-z=0

3x+3y-3z=0

La troisieme équation donne x + y — z = 0. En ajoutant la premiére et la troisieme :
2x=0= x=0

La deuxiéme équation donne alors y — z =0, puis y = z. Donc:

0
ker f =Vect| | 1

1

ker f # {0}, donc f n’est pas injective et donc pas bijective.
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3. Imagede f.
Par le théoreme du rang : dim (Im f) = dim (R®) — dim (ker f) =3-1=2.

On cherche les conditions sur (a, b, ¢) pour que f [x, ¥ z) = (a, b, ¢) ait une solution. On réduit la matrice augmentée :

1 -1 1 |a 1 -1 1 a 1 -1 1 a
Lo—Ly—-2L L3—L3—2L

2 1 -1|b |20 3 -3|b-2a |20 3 -3 b-2a
Ly—L3-3L

3 3 -3 | c 0 6 —-6|c—3a 0 O 0 c—3a-2b+4a

Le systéme est compatible si et seulement si c —3a—2b+4a =0, soita—2b+c=0.Donc:
Im f={(a,b,c) eRr® |a-2b+c=0}

4. Matrice de passage et matrice de f dans la base 5.

La base de I'exercice 2 est 3 = (by, b,, b3) avec:

1 2 -1

(a) Matrice de passage de Bral5.

La matrice de passage P (dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs de 3 dans la base canonique) est :

2 -1 -3
On calcule P71 par la méthode du pivot sur (P | I3) :
1 2 -1/1 0 O 1 2 -1 1 0 O
Ly—Lp+1,
-1 3 1{/01 0|—| 0 5 0 1 1 0
Ly—L3—2L,
2 -1 =310 0 1 0 -5 -1|-2 0 1
1 2 -1 1 0 O
La—3Le 11
L3*—L3+L2 0 1 0 5 5 0
O 0 -1]-1 1 1
1202 -3 -1
L3—(-1)L3 l l
4'L1«—L1+L3 0 1 O 5 5 0
o o0 1/]1 -1 -1
8 7
1008 -2
Li—L-2L, 1 1
——o0o 10 L o0
o 0 1|1 - -1
donc:
8 7
5 —5 1
-1 11
Pr=l5 5 0
1 -1 -1
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On vérifieque Px Pl =I5 :

8 2 7 2
1 2 -1\ -1 -1 st5-1  —s+5+1 -140+1) (1
Pxp'=[-1 3 1|1 1 o|=[-8+2+1 I+f-1 1+0-1(=0 1
2 -1 -3/J)\1 -1 -1 16 _ 1 14 _1 0 0
€—§—3 —§—§+3 —-2+0+3

(b) Composantes du vecteur a = (—1,1,3) dans la base 5.

On calcule (a)p = p1 (@) :

8 7 8_7

5 —5 “1|f-1)} (-5-5-3] (-6
(@p=|t L off1|=|-t+i+0[=]0

1 -1 -1)|3 -1-1-3) |-5

(c) Matrice de f dans la base 5.

On utilise la formule de changement de base :

On calcule d’abord AP :
1 -1 1\[1 2 -1} [-% -6 6
AP=|2 1 -1ff-1 3 1|=| % o0 o
3 3 -3/l2 -1 -3 -4 -5 5
Puis Mg (f) =P~ (AP):
8 7 24
Mg(f)=P7'aP=(1 1 o]l 2 o0 o
1 -1 -1J{-4 -5 5

La relation fondamentale est :

P(uw)p=()p,

= APwp=AWp,

=(f (W)g,
=P APwp =P (fw)s,

=(fw)g

ce qui confirme que Mg (f) = P"1AP.

L

Exercice 11.
Soit f un endomorphisme de E, espace vectoriel sur R de dimension 4, et soit £ = (ey,..., €4) une base de E.

On suppose que pour tout x = xje; + Xaes + xse3 + x4e4 € E,ona:
[ (x)=x1e1 + (x2 4+ x3) €2 + (X3 + X4) €3 + Xs 4.
1. Ecrire la matrice A de f danslabase &.

2. Déterminer le noyau et 'image de f.

3. Montrer que A — I, est nilpotente. Expliciter la relation entre I, A, A> et A",
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4. SoitE' = (e}, ..., €}) la famille de vecteurs de E définie par:

ej=e—extes

ey=ey—e3+ey

Montrer que £’ est une base de E.
|:I 5. Déterminer A’ matrice de f dansla base £’

Correction de 'exercice 11.
1. Matrice de f dans la base £.

Pour x = x1e1 + xp€2 + X3e3 + Xgeq,0na f (x) = x1e1 + (X2 + X3) €2 + (X3 + X4) €3 + Xs4.

On calcule 'image des vecteurs de la base & :
flen)=e
fle)=ez
fles)=ex+es
fles)=e3+eq

La matrice de f dans la base £ est donc:

1 00 0
01 10
A=Mg(f) =
0 01 1
0 0 0 1

2. Noyau et image de f.

Soitueker f.Ona f (u) =0, soit:
x1e1+ (Xp+x3)ex+(x3+ x4) €3+ x464=0

Comme (eq, ez, €3, e4) est une base, on obtient :

x1:0
Xo+x3=0
1 = x3=0, x3=0, x=0, x1=0
X3+x4=0

X4=0

Donc ker f = {0}, et f est injective.

[ estun endomorphisme injectif d'un espace de dimension finie, donc f est aussi surjective (bijectif). Par le théoréme

durang:
dim (ker f) +dim (Im f) =dimE=4 = 0+dim(Imf)=4 = Imf=E

3. A- I estnilpotente. Relation entre I, A, A% et A",
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On calcule :

0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O

0 01 0 , |0 0 0 1 3 |0 0 0 0
A-Ii= o (A== o (A-L)” =

0 0 0 1 0 0 O 0 0 0 O

0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O

Donc (A—1,)3=0: A— I, est bien nilpotente (d’'indice 3).

En développant (A — I)% = 0 par la formule du binéme :
A —3A*+3A-1;=0 = A*=3A*-3A+],
On en déduit par récurrence que tout A” pour n > 2 s’exprime dans Vect (14, A, Az). En particulier :
A'=3A-3A*+ A=6A*-8A+3,
5_ 2
A’ =10A"-15A+614

Par récurrence, on montre que :

- —"(”2_ D Az—n(n—Z)A+—(n_1)2(n_2) I

An
. &' estune base de E.
Les vecteurs de £’ dans la base £ sont :
;o ’_ I I
ep=ey—exte3, e, =e—e3tey €3=€3 e =¢e

La matrice de passage P = Mg (') est:

1 0O 0 O

-1 1 0 0
pP=

1 -1 1 0

0 1 0 1

On réduit la matrice (P | I;) par opérations élémentaires sur les lignes :

1 0O 0 0|1 0 O O 1 0 0 O 1 0 0 O
-1 1 0 0{0 1 0 0 |per, [0 1 00[1 100
1 -1 1 0{0 0 1 0 ffsts=lifpo -1 1 0[-1 01 0
0 1 0 1/]0 0 O0 1 0O 1 0 1[0 0 01
1 0 0 0 1 0 0 0
Lielssl, | 01 0 01 1 0 0
Li—=la-L2 1 90 0 1 0|/ 0 1 1 0
0 0 0 1|]-1 -1 0 1
On a réduit P a I, donc la matrice de droite est P71 :

1 0 0 O

|1 100

0 1 1 0

-1 -1 0 1
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La matrice P est inversible, donc £’ est une famille libre et, étant de cardinal 4 = dim E, c’est une base de E.

On trouve :
1 0 0 O
o1 1 1 00
- 0 1 1 0
-1 -1 0 1

5. Matrice de f danslabase &',

On utilise la formule de changement de base A’ = P"' AP :

1 0 0 Off1 0 0 O 1 0 0 0
AP 01 1 0J|-1 1 0 O _ 1 1 1 0
0 0 1 1 1 -1 1 0 0 1 2 1
0 0 0 1JlO0 1 0 1 -1 -1 -1 1
1 0 0 01 0 0 O 1 0 0 O
A= plape 1 0 O0f]1 1 1 0 _ 1 0 1 O
0 1 1 O0ffO 1 2 1 0 1 0 21
-1 -1 0 1)|-1 -1 -1 1 -11 -1 1

La relation fondamentale est P (u)gr = ()¢, AP (g = (f (w)) ¢ et PTY AP (w)gr = (f (W) ¢/, ce qui confirme Mg:(f) =

|:| P7lAP.

Exercice 12.
Soit E = R* muni de sa base canonique B = (ey, ..., e4) et soit u ’endomorphisme de E dont la matrice dans la base 5 est

donnée par :

1 0 1 1

2 1 0 1
M=

31 1 2

4 1 2 3

1. Déterminer le noyau et 'image de u (on précisera une base de Ker u et Im u).
Ces deux sous-espaces vectoriels sont-ils supplémentaires?

2. On complete une base de Ker u en une base B’ de E.

! Ecrire la matrice M’ de u dans cette base B'.

Correction de I'exercice 12.
1. Noyau et image de u.

Lendomorphisme u est défini par M : pour v = (x, Wz, t),

1 01 1}|(|x X+z+t
21 01 2x+y+t

My = y _ y ’
31 1 2]z 3x+y+z+2t

4 1 2 3\t 4x+y+2z+3t
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donc:

u(x,y,z,t)=(x+z+1t,2x+y+t, 3x+y+z+2t, 4x+y+2z+3t)

Noyau: (x,y,z,t) € Ker u si et seulement si u(x, y, z, t) = 0 qui donne le systeme :

x+z+t=0 (L1)
2x+y+t=0 (L2)
<
3x+y+z+2t=0
4x+y+2z+3t=0
(L2) — (L2) -2 x (L1) donne y —2z —t = 0. On a donc le systéme
xX+z+1t=0 xX+z+1t=0 x+z+1t=0
y—2z—-1t=0 y—2z—-1t=0 y—2z—-1t=0
y, — — A
3x+y+z+2t=0 3x+3z+3t=0 x+z+t=0
4x+y+2z+3t=0 4x+4z+4t=0 X+z+t=0
On a donc le systéme réduit :
X+z+1t=0 xX=-z—-t
—
y=2z-t=0 y=2z+t
En fixant z et ¢ libres :
X —z—t -1 -1
vy 2z+t 2 1
(x,y,z,t)eKeru = =z +t
z 1 0
t t 0 1
Donc:
-1 -1
2 1 .
ker u = Vect , — dim(keru) =2
1 0
0 1

Par le théoréme du rang :

dim (E) = dim (Im u) + dim (ker u)

—
—dim(Imu)=4-2

=2

4=dim(Imu)+2

Image : Les images des vecteurs de la base canonique sont les colonnes de M :

1 0

2 1
uer) = , u(e)= )

3 1

4 1
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On remarque que u (e2) + u(e3) = u(eq) et 2u(ex) + u(es) = u(eq).
La famille (u(e2), u (e3)) est libre (vecteurs non colinéaires) de Im u et comme dim (Im ) = 2 la famille est génératrice

de Im u, donc :

0 1

1 0
Blmu = ’

1 1

1 2

est une base de Im u.

On peut aussi caractériser Im u par des équations. On cherche les conditions sur (a, b, ¢, d) pour que (a, b, ¢, d) soit

combinaison linéaire de u (e,) et u (e3). On réduit la matrice augmentée :

0 1|a 0 1 a
1 0|b | peraon-1, | 1 0 b
1 1|c¢c | Bbs~Li-L2 | 0 0| ¢c—a-b
1 2|d 0 0|d-2a-b

donc:
Imu={(abcdeR|c-a-b=0etd-2a-b=0}
Supplémentarité : Soit (a, b, c,d) e kerunImu.Ona:

(a,b,c,d)ekeru < a+c+d=0etb=2c+d

(a,b,c,d)eImu < c=a+betd=2a+b
En substituant: b+d =2a+2c+ b+ d donne 0 =2a + 2¢, soit a = —c. Puis d =0 et b =2c¢ = —2a. On peut prendre
a=-3,b=6,c=3,d =0, ce qui donne un vecteur non nul dans ker unIm u.
Donc ker unIm u # {0} et ker u et Im u ne sont pas supplémentaires.

. Base 3’ et matrice M’ de u dans B'.

On complete la base de ker u par des vecteurs canoniques pour former une base de E :

L
|
L
=
S

FRIEARRRRUNE
Al o ]o] fo
ol | 1] lo] lo
La matrice de passage est :
1 <11 0
L2 1o
1 0 00
0 1 0 0
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On calcule P71 par la méthode du pivot en réduisant (P | I) :

-1 -1 1. 0(1 0 0 0 1 0 0 0[0 0 1 0
2 1 01/0100 /| g,/ 0O 1 00/0O0O0 1
100000102;3—1—1101000
0 1 0 0/0 0 0 1 2 1 0 1[0 1 00
1 0 0 0[O0 O 1 0

Lilss, | 0 1 0 0[O0 0 0 1

Lamla=2li 1 9 -1 1 01 0 1 0

0 1 0 1/0 1 -2 0

1 0 0 0j0 0 1 0
Lelsil, | 0 1 0 0[0 0 0 1
Li=lazlz 100 1 0|1 0 1 1
0 00 1101 -2 -1
donc:
0 0 1 0
i [00 0 1
1 0 1 1
01 -2 -1
On calcule ensuite M’ = P~ MP:
0 0 1 0]/l 0 1 1 3 1 1 2
-1 0 0 O 1112 1 0 1 4 1 2 3
P M= =
1 0 1 1113 1 1 2 8 2 4 6
01 -2 -1J\4 1 2 3 -8 -2 -4 -6
3 1 1 2 -1 -1 1 0 0 0 3 1
S 4 1 2 3|2 1 01| |00 4 1
M =(P"'M)P= =
8 2 4 6 1 0 0 O 0 0 8 2
-8 -2 -4 -6J\0 1 0 0 0 0 -8 -2

Les deux premiéres colonnes sont nulles, ce qui traduit le fait que les deux premiers vecteurs de B’ appartiennent a

|:l ker u.

Exercice 13.
Soit E un espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que E= F & G.

On appelle projection sur F parallelement a G I'application p de E dans E définie par :
p(xF+xG) = X (%)

ouxpeFetxgeG.
Soit E = R3 muni d'une base B = (e}, e, e3) et D,, la droite vectorielle engendrée par u =ej + e + e3.

1. Expliquer pourquoi p est définie par la relation () ci-dessus.
2. Démontrer que p est une application linéaire.

3. Soit H le plan vectoriel engendré par e; et e,. Montrer que E= H® D,,.
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|:I 4. Soit p la projection sur H parallelement a D,,. Donner la matrice de p dans la base B.

Correction de I'exercice 13.
1. p estbien définie par la relation (*).

Comme E = F & G, tout élément x € E s’écrit de maniere unique comme x = xr + xg avec xp € Fet xg € G.
La composante xr étant unique, 'application p (x) = p (xr + xg) = xr est parfaitement définie.

2. p estune application linéaire.
Soient x,ye Eet L eR.

On écrit x =xp+ xg et y = yr + yg avec X, yr € F et xg, yg € G. Alors :

p(x+Ay)=p((xp+x6)+A(yr+yc))

=p(xp+x6+Ayr+Ayc)

=p| (xr+Ayr) + (x6 + Ayc)

J

€eF €G

=Xp+AyF
=p@)+Ap(y)
Donc p est bien une application linéaire.
3. E=HeD,.

E=H+ D, :Soit U = (x,),2) € E. On écrit :

U=xei+yer+tzes=(x—2)e1+(y—z)ea+z(e1+ez+e3)

eH €Dy

Donc % € H+ Dy, etcomme H c E et D,,  E sont évidents,ona H+ D, = E.

Hn Dy, =1{0}:Soit u; = (x,y,0) € Het up, = f(e1 + ez + e3) € Dy, tels que ug + up = 0. Alors :

(x+B)er+(y+B)ex+Pes=0
Comme (e, 2, e3) est une base, on obtient § = 0, puis x = y = 0. Donc Hn D, = {0}.
Ainsi E= He Dy,
4. Matrice de p dans la base 5.
Pour U = (x,y,2) € E, la décomposition U = uy + up, donne :
xX-z
p(U)=un=(x-2e1+(y-z)ea=|y-2z

0

On calcule sur les vecteurs de la base canonique B = (ey, €2, €3) :
p(er)=e; (care; € H)
plex)=ex (care; € H)

ples) =2
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Pour p (e3), on cherche x, yc R et f € Rtels que:

e3 = (xe1+ye21+ﬁ(e1+eg+egzz (x+B)er+(y+P) e+ Pes

eH €Dy

Par unicité de la décomposition, =1, x+1=0, y+1=0,donc x = y = —1. Ainsi :
-1
es=(-e1—e))+(e1+ext+ez) = ples)=—-e1—e2=|-1
0

La matrice de p dans la base 5 est donc :

1 0 -1
Mg(p)=fo 1 -1
0 0 O

L

Exercice 14.
On considere les matrices :

9]

-1 3 0
1 0 -1 0
A= B = 2 -1 1 C:
-2 3 1

Calculer les opérations de matrices suivantes :

A+C —2A AC CA A? B? At

L

Correction de 'exercice 14.

AC 1 0|-1 O 1x(-1)+0x3 1x0+0x1 -1 0
-2 5J\3 1 (=2)x (=1)+5x3 (-2)x0+5x1 17 5
ca -1 0 1 0 (=) x1+0x(=2) (-1)x0+0x5 -1 0
3 1J\-2 5 Ix1+1x(=2) 3x0+1x5 1 5

On remarque que AC # CA: le produit matriciel n’est pas commutatif en général.

eo[1 oL 9l 1 o) [1 o
-2 5){-2 5/ |-2+(-10) 25) |\-12 25

-1 3 0}(-1 3 O 1+6+0 -3-3+0 0+3+0 7 -6
B*=|2 -1 1f|l2 -1 1]|=|-2-24+0 6+1+0 0-1+1|=|-4 7
0 0 1J\0 0 1 0 0 1 0 0
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Exercice 15.
On consideére les matrices :

-1 2 1 0 4
-1 3 1
A=(3 1 3 B= c=|3 o D= E=|lo 1 o F=
2 -2 =3
-4 1 -1 0 1

!Effectuer tous les produits possibles de deux matrices prises parmi les matrices précédentes.

Correction de 'exercice 15.
Produit A%: A (1 x 3) par A (1 x3):3# 1, donc le produit est impossible.

Produit AB: A (1 x3) par B (2 x1): 3 #2, donc le produit est impossible.
Produit AC: A (1 x 3) par C (3 x 2) donne une matrice de taille 1 x 2 :

-1 2
AC=(3 1 3) 3 0
-4 1

:(3x(—1)+1x3+3><(—4) 3X2+1X0+3X1)
=(—12 9)

Produit AD: A (1 x3) par D (2 x2) : 3 # 2, donc le produit est impossible.
Produit AE: A (1 x 3) par E (3 x 3) donne une matrice de taille 1 x 3 :

1 0 4
AE=(3 1 3) 0 1 0
-1 0 1

=(3><1+1><0+3><(—1) 3x0+1x1+3x0 3><4+1><0+3><1)
Z(O 1 15)
Produit AF: A (1 x3) par F (2 x3) :3 #2, donc le produit est impossible.

Produit BA: B (2 x 1) par A (1 x 3) donne une matrice de taille 2 x 3 :

we( o 1 9

—-1x3 -1x1 -1x3
2x3 2x1 2x3

Produit B? : B (2 x 1) par B (2 x 1) : 1 # 2, donc le produit est impossible.
Produit BC: B (2 x 1) par C (3 x2) : 1 # 3, donc le produit est impossible.
Produit BD: B (2 x 1) par D (2 x2) : 1 # 2, donc le produit est impossible.
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Produit BE: B(2x 1) par E (3x3):
Produit BF: B (2x1)par F (2x3):

Produit CA: C(3x2)par A(1x3):

1 # 3, donc le produit est impossible.

1 # 2, donc le produit est impossible.

2 # 1, donc le produit est impossible.

Produit CB: C (3 x 2) par B (2 x 1) donne une matrice de taille 3 x 1 :

-1
-1

CB 3

|

1

|

() x(-1)+2x2

2
—4

Ix(-1)+0x2
(=4)x (-1)+1x2
5
-3

6

Produit C2: C 3 x2) par C (3 x2):2# 3, donc le produit est impossible.

Produit CD: C (3 x 2) par D (2 x 2) donne une matrice de taille 3 x 2 :

-1 2
3 1

CD=|3 0
-2 -3

-4 1

(VD) x3+2x(=2) (-1)x1+2x(=3)

3x3+0x(-2) 3x1+0x(=3)

() x3+1x(-2) (-4)x1+1x(-3)

-7 =7
=19 3
-14 -7

Produit CE: C (3 x2) par E (3 x 3) : 2 # 3, donc le produit est impossible.

Produit CF: C (3 x 2) par F (2 x 3) donne une matrice de taille 3 x 3 :

CF =

Produit DA: D (2x2)par A(1x3):

-1 2

0 1 -2
3 0

-1 0 1
-4 1
Dx0+2x(-1) (-D)x1+2x0 (-1)x(=2)+2x1
3x0+0x(=1) 3x1+0x0 3x(=2)+0x1
(=4)x0+1x(-1) (-4 x1+1x0 (-4)x(-2)+1x1
-2 -1 4
0 3 -6
-1 -4 9

2 # 1, donc le produit est impossible.
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Produit DB: D (2 x 2) par B (2 x 1) donne une matrice de taille2 x 1 :

3 1 -1
DB =
-2 =3 2
Ix(-1)+1x2

(=2)x (=) +(=3)x2

)

Produit DC: D (2 x 2) par C (3 x2) : 2 # 3, donc le produit est impossible.

Produit D? : D (2 x 2) par D (2 x 2) donne une matrice de taille 2 x 2 :

D? =

3 1 3 1
-2 =-3J\-2 -3
3x3+1x(-2)

(=2) x3+(=3) x (=2)

7 0
=71
0 7

Produit DE: D (2 x 2) par E (3 x 3) : 2 # 3, donc le produit est impossible.

Produit DF : D (2 x 2) par F (2 x 3) donne une matrice de taille 2 x 3 :

3 1 o 1 -2
DF =
-2 -3J\-1 0 1
3x0+1x(-1) 3x1+1x0

(=2)x0+(=3)x(-1)

(=2)x1+(=3)x0

Produit EA: E (3 x3) par A (1 x3) :3 #1, donc le produit est impossible.

Produit EB: E (3 x 3) par B (2 x 1) : 3#2, donc le produit est impossible.

Produit EC: E (3 x 3) par C (3 x 2) donne une matrice de taille 3 x 2 :

EC=

1 0 4)[-1 2
0 1 0J]13 O
-1 0 1J\-4 1

1x(-1)+0x3+4x(—4)
O0x(—-1)+1x3+0x(—4)
(1) x(-1)+0x3+1x(—4)

-17 6
3 0
-3 -1

Produit ED: E (3 x 3) par D (2 x 2) : 3 # 2, donc le produit est impossible.
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3x1+1x(=3)
(=2)x1+(=3)x(=3)

Ix(-2)+1x1
(=2)x(=2)+(-3)x1

1x2+0x0+4x1
0x2+1x0+0x1
(1) x2+0x0+1x1



Produit £ : E (3 x 3) par E (3 x 3) donne une matrice de taille 3 x 3 :

E°=|0o 1 o|llo 1 o

1x1+0x0+4x(-1) 1x0+0x1+4x%x0 1x4+0x0+4x1
=] O0x1+1x0+0x(-1) 0x0+1x1+0x0 0x4+1x0+0x1
(1) x14+0x0+1x(-1) (-1)x0+0x1+1x0 (-1)x44+0x0+1x1

-3 0 8
=10 1 O
-2 0 -3

Produit EF : E (3 x 3) par F (2 x 3) : 3 # 2, donc le produit est impossible.

Produit FA: F (2 x3) par A (1 x3):3# 1, donc le produit est impossible.
Produit FB: F (2 x3) par B (2 x 1) : 3 # 2, donc le produit est impossible.
Produit FC: F (2 x 3) par C (3 x 2) donne une matrice de taille 2 x 2 :

-1 2
0 1 -2
FC= 3 0

Ox(—1)+1x3+(-2)x(—4) 0x2+1x0+(-2)x1
(Dx(-1D+0x3+1x(—4) (-1)x2+0x0+1x1

11 -2
-3 -1

Produit FD: F (2 x 3) par D (2 x 2) : 3 # 2, donc le produit est impossible.

Produit FE: F (2 x 3) par E (3 x 3) donne une matrice de taille 2 x 3 :

1 0 4
0 1 -2

FE = 0 1 0
-1 0 1

-1 0 1

O0x1+1x0+(-2)x(-1) 0x0+1x1+(-2)x0 O0x4+1x0+(-2)x1
(D)x1+0x0+1x(-1) (-1)x0+0x1+1x0 (-1)x4+0x0+1x1

2 1 -2
-2 0 -3

goduit F2:F(2x3) par F (2 x 3) : 3 # 2, donc le produit est impossible.

z 0
G=A MeMy(C)| M= ,zeC

1. Montrer que G est un espace vectoriel sur R, mais pas sur C.

Exercice 16.
On consideére I’ensemble :

2. Déterminer une base de I'’espace et donner la dimension.

3. Montrer que A,Be G= AB€G.
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|:I Montrer que 'ensemble Gy = G\ {02} est un groupe abélien par rapport a la multiplication matricielle.

Correction de I'exercice 16.
1. G estun espace vectoriel sur R, mais pas sur C.

00 _
Sous-espace vectoriel sur R : La matrice nulle vérifie € Gcar0=0,donc G # @.

0 0
. z1 0 z2 0
Soient M; = €G, M, = eGetAeR. Alors:
0 2z 0 2
21 0 A,Zg 0 z21 + AZZ 0 z21 + A,Zg 0
M, +AM, = + = =
0 z; 0 Az 0 21+ A2 0 z21+ Az

car A € R implique Az = AZz. Donc M + AM; € G, et G est un sous-espace vectoriel de Mo (C) sur R.
. Z O .
G n’est pas un espace vectoriel sur C : Soit M = eGavecz#0,etieC.Alors:
0 z

iM=

Pour que iM € G, il faudrait que iz = iz. Or, pour z= a+ib:

iz=i(a+ib)=—-b+ia=-b—ia et iz=i(a—ib)=ia+b=b+ia

Donc iz # iz en général, et G n’est pas un sous-espace vectoriel sur C.

2. Base et dimension de G.

Tout élément de G s’écrit,avec z=a+ib, a,beR:

a+ib 0 1 0 i 0
=a +b
0 a—ib 0 1 0 -i
1 O i 0 1 0 i 0
La famille B = , est génératrice de G. Elle est libre car si a +b =0aveca,beR,
0 1 0 -i 0 1 0 -—i

alorsa+ib=0eta—ib=0,cequidonne a=b=0.
Donc B est une base de G et dimg (G) = 2.

3. Stabilité par multiplication et structure de groupe abélien.

. z1 0 z2 0
Soient M, = eGet M, = € G. Alors:
0 z 0 2z
21 0 zZ2 0 2122 0 2122 0
Ml M2 = = =
0 21 0 22 0 21 Zg 0 2122

car z1z; = 21Z». Donc M1 M, € G, etsi A, B € G alors AB € G.
Go = G\ {02} est un groupe abélien pour x :
(» Stabilité : montrée ci-dessus (le produit de deux éléments non nuls est non nul car z;zp # 0 si z; # 0 et zp #0).

(» Associativité : héritée de M2 (C).

. 1 0
(») Elément neutre: I, = € Gy est’élément neutre.

0 1
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1 1
(» Inverse: Pour tout z; # 0, il existe — € C tel que z; x — = 1. Donc:
21 21
z1 = 0 10
0 zifl0 = 0 1
L 9 1 0
et|? =|[* ——|]€Gy. Tout élément non nul de G est donc inversible dans G.
o +) (o (&
1 21
2122 0 2221 0
(» Commutativité : M) M, = = = M, M, car C est commutatif.
0 2122 0 27
l:: Donc (Gy, x) est un groupe abélien.
Exercice 17.
On considere les matrices :
4 0 1 0 2 01 0 2 01 0
-1 5 0 O 0 5 0 0 -1 5 0 O
A= ’ Al = ) AZ = ’
1 0 0 2 1 0 0 2 0 0 0 2
2 0 0 2 2 0 0 2 0 0 0 2
4 0 1 O 4 0 1 O 4 -1 1 2
-1 5 0 0 1 0 0 2 0 5 0 O
A3 = ’ A4 = ’ A5 =
1 0 0 1 -1 5 0 0 1 0 0 O
2 0 0 1 2 0 0 2 0o 0 2 2
1. Calculer le déterminant de A;, Ay, A3 et A4 en utilisant le développement par rapport a une ligne/colonne.
2. Déterminer det A a partir de det A; et det A,.
3. Déterminer det A a partir de det As.
4. Déterminer det A a partir de det Ay.
|:I 5. Déterminer det A a partir de det As.

Correction de I'exercice 17.
1. Calcul des déterminants par développement.

Calcul de det A; : On effectue L3 — L3 — L4 puis on développe par rapport a la colonne 1 :

2 01 0 2 0 1 0
050 0,_,.,/0 500 0 5
detA, = La—Ls~Ls —2x1x =2(0+5)=10
100 2 100 0 1 0
2.0 0 2 2 0 0 2
detA; =10
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Calcul de det A; : On développe par rapport a la colonne 1, en notant que Lg = L4, puis par rapport a laligne 1:

2 01 0
-1 5 0
-1 500 0 2
det A, = =1x(=D"30 o0 2/=C1D'"?x5 =-5x0=0
0 0 0 2 0 2
0 0 2
0 0 0 2
detA, =0

On pouvait aussi remarquer directement que L3 = L4, donc le déterminant est nul.

Calcul de det A3 : On effectue Ly — Ly — L3 puis on développe par rapport a la colonne 2 :

4 01 0 4 01 0
01 0
150 0,y 7.l-1 50 0 11
det Az = La—La~ls =5x(-D**2|1 0 1|=-5 =-50-1)=5
1 0 0 1 1 0 0 1 1 0
1 00
2 0 0 1 1 00 0
detA3 =5

Calcul de det A4 : On effectue Ly — L4 — L, puis on développe par rapport a la colonne 2 :

4 01 0 4 0 1 0
01 0
1 0 0 2|;,1,-,|/1 0 0 2 1 0
det Ay = Lamlale —_1x5|0 0 2|=-5x = 5x2=-10
-1 5 0 O -1 5 0 0 0 2
1 00
2 0 0 2 1 0 0 O
detAy =-10
Calcul de det A5 : On développe par rapport ala colonne 1 :
4 -1 1 2
-1 1 2
0 5 0 0 341 1 2
det As = =1x(-1)>*"|5 0 0|=-1x5 =-5(2-4)=10
1 0 0 O 2 2
0 2 2
0 0 2 2
det A5 =10

2. Déterminer det A a partir de det A; et det A,.

On note vy, V2, U3, V4 les colonnes de A, et on remarque que la premieére colonne de A est la somme des premieres

colonnes de A; et Ay : vy = v} + v{. Par multilinéarité du déterminant :
det A=det(v| + V!, vy, v3, v4) =det(V), v, v3, v4) + det(V!, v, v3, v4) = det A} + det A, =10+ 0 = 10
1t 1 1

On peut aussi retrouver det A par d’autres relations :

La matrice A s’obtient a partir de A3 en multipliant la derniére colonne par 2, donc par linéarité :

detA=2detA3=2x5=10
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Exercice 18.

1
1 1.0 0
0
01 1 0
0
0 0 1 1
0
1 0 0 1
1
1+x 1 1
1 1+x 1
1 1 1+x
1 1 1
1 1 1
bl ay a;
bl bz a
b1 by b3
ga:z121+---+zn2n.
Correction de I'exercice 18.
Déterminant 4 x 4 tridiagonal :
1
0
0
1

(=)
(=)
—

Calculer chacun des déterminants suivants :

1 0

o o O
(=)

1+x

—
p—
(=}

detA=—-detAy=—-(-10) =10

ay

az

by

l:: Enfin, ‘A = As, donc det A = det(’A) = det As = 10.

0
1 1 1 1
0 1
1 2 2 2
0 2
1 2 3 3
1 3
1 2 3 4
1
1 x x°
1 x x°
1y ¥
1 2
vy )
1 z =z
1 z 22
1t f
1
a+2z212; 212
a
2221 a+ 222
az
anl Zn22
Qn
0 1 0
C]RC1+£3*C2*C4 0 1 1
0 0 1
0 0 O
0 0 0
1 OC1_C1—93+C2—C40
1 1 0
0 1 0
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Déterminant 5 x 5 tridiagonal : On développe par rapport a la dernieére ligne :

1 1 0 0 O
1 1 0 O 1 0 0 O
01 1 0 0
01 1 0 1 1 0 0
0 01 1 of=1x +1x =1x1+1x1=2
0 0 1 1 01 1 0
0 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1
1 0 0 0 1
Déterminant de Vandermonde 3 x 3 :
1 1 1
1 2 2
1 2 3
1 2 4
Oneffectue C, — C,—CyetC3—C3—Cy :
1 1 1 1 1 0 0 O
1 2 2 2 1 1 0 O
= =lxIx1lxl=1
1 2 3 3 1 1 10
1 2 3 4 1 1 1 1
Déterminant 3 x 3 : On factorise par 6 sur Cy :
1 2 3 6 2 3 1 2 3 1 2 3
1 1
C1—C1+C2+C Ly—ILr—L
2 3 1|72 e 3 1l=61 3 1| = "6l0 1 -2/=6 =6(-2+1)x (~3) =18
L3<7L3*L1 _1 _2
3 1 2 6 1 2 1 1 2 0 -1 -1

Déterminant 4 x 4 circulant : On effectue C; — C1 —Cy4, Cp — Cy—Cy, C4 — C4—C3,C; — C; — Cy :

1 2 3 4 -3 -2 3 4 -1 -1 3 1

[\
w
'S
—

_ 1 2 41 _ 1 1 4 -3
C1—C-C Cy—Cy—C;
1-G1-Cy 1=l-Gg —8x(=Dl1 1 1

3 4 1 2@ GGl 2 1 210G-G g 1 1 1
-1 2 1
4 1 2 3 1 -2 2 3 o -1 2 1
0o 7 =2
7 —
=-8|0 3 2|[=-8x(-1) =8(14+6) =160
3 2
-1 2 1
Déterminant avec parametre x : On effectue C; — C; + Cy + C3+ Cy :
1+x 1 1 1 1 1 1 1
1 1+x 1 1 1 1+x 1 1
=“4+x)
1 1 1+x 1 1 1 1+x 1
1 1 1 1+x 1 1 1 1+x
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Oneffectue Ly «— Ly — Ly, L3 —L3—Li, Ly —Ls4—1Lq:

1 1 1 1

0 x O ) 1 1 5 1 1 3
=4+x) =x"(4+x) =x“(4+x) =x"(4+x)

0 0 x O 1 1+x 0 x

0 0 0 x

Déterminant de Vandermonde 3 x 3 avec variables : On effectue C, — C, — xC; et C3 — C3 — x2C; :

2 2 1

y+x
Ly =1 y-x y*-x*= ,|==9 -0 Lo
Z—X Z"—X Z+tX

=(y-x)(z-x(z-)

1 z 22| 1 z-x z2-x

Déterminant de Vandermonde 4 x 4 avec variables : On effectue C, — Cy — xCy, C3 — C3 — x°Cy, C4 — Cs — x3C; :

1 x x> 2B 1 o 0 0 ) )
1 y+x y*+xy+x
1y yz y3 1 y-x y2—x2 y3—x3
= =(y-x)(z-0)t-0|1 z+x z°2+xz+x2
1 z z2 728 1 z—x z2—-x* Z28-i8 ) )
1 t+x t°+xt+x
1 ¢t £ ] |1 t-x ?-x*> 3-8

Oneffectue Ly «— Ly —LyetL3—L3—1L;:

z-y zZ2-y*+x(z- box+y+z
y v x( y):(y—x)(z—x)(t—x)(Z_J’)(t_y) ’

=(y-x)(z—x)(t—x)
-y t-y*+x(t-y) 1 x+y+t

=(y-x)(z-0(t-x(z-y)(t-y)(t-2)
L

Exercice 19.
Soient M et U les matrices carrées de taille n données par :

1 a a 1 1 1
b 1 1 1
M= , a#b, U=
a
b --- b 1 11 - 1

1. Montrer qu'il existe «, § € R tels que quel que soit x € R on ait det (M + xU) = ax + .

|:I 2. Calculer det (M — aU) et det (M — bU). En déduire det (M).

Correction de I'exercice 19.
1. Montrons qu'il existe «, § € R tels que det (M + xU) = ax + f.

On effectue les opérations C; — C; — Cy, G —C—Cs, oo Cn-1=Cp1-Cp:
1+x a+x - - a+x| |l-a 0 0 a+x
b+x 1+x . : b-1 1-a
det(M+xU)=| : =l o b-1 . 0
1+x a+x : . . 1-a a+x
b+x - -+ b+x 1+x 0 -+ 0 b-1 1+x

Le déterminant obtenu est un polynéme en x de degré au plus 1 (car seule la derniére colonne dépend de x, etle

développement par rapport a cette colonne ne fait apparaitre qu'un terme de degré 1). Il s’exprime donc sous la
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forme ax + .

. Calcul de det (M — aU) et det (M — bU).
Pour x = —a : la matrice M + xU = M — aU a pour entrées diagonales 1 — a et entrées hors diagonale nulles (car
a+x=0etb+x=Db- a). En effectuant les mémes opérations sur les colonnes :

1-a 0 oo 0
b-1 1-a

: 1
det(M — aU) = =(1-a™!
0 b-1 . 0

0 -+ b-1 1l-a

donc:
det(M—alU)=(1-a)"=-aa+p
Pour x = —b:de méme:
det(M-bU)=(1-b)"=-ab+p
En soustrayant les deux relations :
A-a"-01-b"=ab-a)

Commea#b:

1-a"-0-b"
==

s A-a)"'+1-a"20-b++1-a)" *'a-pF+ -+ 1-p"!

Pour B, onrepartde (1-a)" =—-aa+f:

(l—d)"—(l—b)”'a
b-a
_ l-a"b-a+al-a)*-al-b" =(1—a)"+(1_b)n_(1_a)n-a
b—a a-b

p=0Q-a)"+aa=01-a)"+

On peut aussi écrire, en additionnant les deux équations pondérées :

bl-a)"-a(l-b"

bl-a)"-a(l-b)"=pb-a) = p= b a

Déduction de det M : Pour x =0:
detM =det(M+0-U)=ax0+p=p

donc:

bQl-a)"—al-b" :(1—a)"+(1_b)n_(1_a)n

detM =
€ b-—a a-b
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Université de Rouen Algébre matricielle.
L2 Mathématiques
Année 2013-2014.

Fiche 1bis. Changement de base, rang et applications.

—1: Changement de base —

Exercice 1.
On considere la matrice suivante :

1. Calculer M?.
2. Soit I la matrice identité. En déduire que : M? — M — I = 0.
3. Calculerl'inverse de M. (On utilisera a profit la relation précédente.)

4. Résoudre I'équation du second degré :
AP-A-1=0 (1)
5. Soient 1, et A, les solutions de (1). Déterminer les vecteurs u et v tels que
Mu=Aiu et Mv=>Av

6. Montrer que (u, v) est une base et donner la matrice de passage de la base (u, v) vers la base canonique.
7. En déduire la matrice de passage de la base canonique vers la base (u, v).
8. Fcrire la matrice M’ de 'endomorphisme associé & M dans la base (u, v).
9. Exprimer M’ en fonction de M et P.
10. En déduire M".
11. On pose, pour tout n € N* :
Xn 1

Un= , Un1 = MUy, U=
Yn 1

Calculer U, en fonction de n.

12. Vérifier que la suite (x;) ,en+ €St la suite de Fibonacci donnée par :

Vne[2;+oo, Xp+1=Xn+Xn-1
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Exercice 2.
Soient B = (by, by) et C = (c;, ¢2) deux bases de R2. On suppose que :

3 1 4 4
b = , by = , €= , €=
2 1 3 0

1. En échelonnant, donner la matrice de passage de la base C a B.

|:I 2. Puiscellede BacC.

— II: Rang et dimension —

Exercice 3.
1. Soit A une matrice 5 x 6. On suppose que dim (Ker (A)) = 3. Quel estle rang de A?
2. Soit A une matrice 7 x 3. Quel est le rang maximum de A?

Quelle est la dimension minimum de Ker (A) ?

Mémes questions avec A une matrice 3 x 7.

3. Soit A une matrice carrée d’ordre n.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur le rang de A pour que la transposée de A soit inversible.

|:I 4. Soit f un endomorphisme de R? tel que f3 = f o f o f = Id3. Déterminer le noyau de f.

Exercice 4.
1. En échelonnant la matrice suivante :

1 2 4 0

1 2 0 3

montrer qu’elle est équivalente a la matrice suivante :

1 0 0 -19

(e}
(e}
—
|
IO

|:I 2. En déduire rg(A), dim (Ker (A)), rg(B), dim (Ker (B)).

Exercice 5.
On considere 'espace vectoriel E des polynémes sur R.

|:Mlontrer que la famille ( 1, X, X3 Xx3,.. ) est une famille libre. En déduire la dimension de E.
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Fiche 1bis. Changement de base, rang et applications. — Corrigé.
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Université de Rouen Algébre matricielle.
L2 Mathématiques
Année 2013-2014.

Fiche 2. Valeurs propres, vecteurs propres, diagonalisation, trigonalisation.

Exercice 1.

On considere les endomorphismes de R” dont les matrices associées dans la base canonique 5, sont :
1 2 -2
-1 5 -1/2  3/2
Mg, (Tq) = , Mg, (Tp) = , Mg, (To)=12 1 -2,
1 3 -1/2 -1/2
2 2 -3
5 -3 2 1 -3 3 0 1 0
Mp,(To)=|6 -4 4|, Mp,(T)=|3 -5 3|, Mg, (Tf)=|-4 4 o],
4 -4 5 6 -6 4 2 1 2
3 -4 0 2
4 -5 -2 4
MB4 (Tg):
0 0 3 -2
0o 0 2 -1
Pour chaque endomorphisme donné ci-dessus :
1. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres.
2. L'endomorphisme est-il diagonalisable? trigonalisable? Si oui, diagonaliser (ou trigonaliser).
|:I 3. Déterminer le polyndme minimal.

Exercice 2.
!Reprendre I'exercice précédent en prenant C pour corps de base.

Exercice 3.
Soient (1) yen €t (V) nen les suites de réels définies par :

up=1 =1
et
Up+1 =3Up =20y Vn+1 =2 (Up — Up)

!Calculer explicitement u;, et v, pour tout n € N.

Exercice 4.
Soit f I'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique Bj est :

1 a b c
01 0 0
M, (f) =M= 01 2 0
0 -1 0 2

gquelle condition sur (a, b, ¢) € R?, f est-il diagonalisable?
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Exercice 5.
Soit fe L ([R{4) I'endomorphisme dont la matrice dans la base canonique B, est :

|
N

|
—_
o
o

-17 -6 -1 0

Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de f et trouver une base B’ de R* o1 f trigonalise sous la forme :

1 100
01 00
Mp (f)=M'=
0 0 1 1
0 0 01

(=

Exercice 6.
Déterminer le polynéme minimal de 'endomorphisme f, (resp. f;, f.) de R? (resp. R*) dont la matrice dans la base

canonique B; (resp. B,) est :

-7 -16 7 —4 1 0 0 O
1 -3 - - 01 0 1
Mp, (fﬂ) = ( )' Mpg, (fb) = » Mg, (fc) =
1 -4 -7 -16 01 -1 0
-4 -7 9 -3 00 0 O

Exercice 7.
Soit f I'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique B; est :

01 1
Mg, (f)=M=[1 0 1
00 1

1. Déterminer le polyn6me minimal de f.
2. U'endomorphisme f est-il trigonalisable? Diagonalisable ?

|:I 3. Calculer M" pour tout ne Z.

Exercice 8.
Soit a € R.

Montrer que 'application f : P— (X — a) P’ est un endomorphisme de R;, [X].

! Déterminer ses valeurs propres et vecteurs propres.
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Exercice 9.

Diagonaliser les matrices suivantes :
a 0 0 b
a 0 b
0 a b 0
A2ps1=10 a+b 0, A=
0 b a 0
b 0 a
b 0 0 a
0 0 0 1 a b a b
0 0 0 2 b a b a
A= , M=
0 0 0 n-1 a b a b
1 2 n-1 n a b a

Exercice 10.
|| Quelles sont les valeurs propres d'un projecteur?

Exercice 11.
E est un espace vectoriel réel de dimension finie et f est un endomorphisme de E. a et b sont deux réels distincts.

On suppose que :

(f—aIdE)O(f—bIdE) =0

1. Montrer qu'il existe deux réels non nuls A et p tels que A (f — a Id) et u(f — b 1d) soient des projecteurs.

2. Comparer Im(f — b1dg) et Ker(f — aldg).

|:I 3. Calculer f" pour neN.
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Fiche 3. Endomorphismes.

Dans la suite on considérera I’espace vectoriel réel
E =Vect(ej, ez, es3,eq)
ou pour chaque j =1,...,4, e; est une fonction
eji: R — R
X — e (x)

avec e =sinux, ey = COS X, e3 =sin(2x), e, = cos(2x).

Exercice 1.
1. Montrer que B = (e, e, 3, e4) est une base de E.

2. On considere les fonctions :

V1 (x) =sin(x) (4 —-5cosx),

cos (x) +sin (x) .
vy (x) = — +sin(2x),

v3(x) =cos(x) (—m+2cosx)— 1.

Ecrire les vecteurs colonnes (v) B, (12)B, (13)3.

Suggestion : utiliser les relations suivantes :

(sin a)2 + (cos a)2 =1
sin(a+ b) =sinacosb +cosasinb

cos(a+ b) =cosacosb—sinasinb

3. On considere les vecteurs colonnes :

1

0 2

1

_|>° _|z2
(w)p= , (w2)p =

-1 10

0 -1

! Donner les vecteurs correspondants w,, w, dans 'espace E.

Exercice 2.
On introduit I'application :

T E — E
v — (TW)®@=vx+v"(x)
1. Montrer que T est un endomorphisme de E.
2. Déterminer T (v j) pour j =1,2,3. Ensuite donner les vecteurs colonnes correspondants (T (v ])) B

3. Donner la matrice Mg (T).
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4. Retrouver (T (v;)); en utilisant la relation :
(T (v)))g=Mp(T) (vj)5
5. A partir de cette matrice, déterminer ker 7 et Im 7.
|:I Donner une base pour ces deux sous-espaces. Sont-ils supplémentaires?

Exercice 3.
Répondre aux questions de I'exercice 2 pour :

Uu. E — E
v — (UW)x)=r(0)cos(x)

L

Exercice 4.
On considere I'application :

w: E — E
v — W@®)=UT) () (x)=U(T®)(x)

1. Montrer que W; est un endomorphisme de E.
2. Déterminer W (v;) pour j = 1,2,3. Ensuite donner les vecteurs colonnes correspondants (W, (v;)) 5.
3. Donner la matrice Mg (W).

4. Retrouver la matrice Mg (W) en utilisant la formule :
Mp(UoT)=MpU) Mg(T)

5. A partir de cette matrice, déterminer ker W; et Im Wj.

! Donner une base pour ces deux sous-espaces. Sont-ils supplémentaires?

Exercice 5.
Répondre aux questions de I'exercice 4 pour :

Wo: E — E
v o— W@ =T x)=T{UW)Kx)

L

Exercice 6.
On consideére la famille :

/ A A A A
B’ =(81,é,,83,64)

avec

1. Montrer que B’ est une base de E.

|:I 2. Répéter les exercices 1 a 5 en remplagant la base BB par la base B'.
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Exercice 7.
1. Déterminer les matrices de passage P, P~! définies par les relations :

W =P s, Wp=PWp

pour tout vecteur v € E.
2. Connaissant (v;)3, déterminer (v;) . Répéter pour vo, T (v;) et T (v2).

3. Connaissant Mg (T), déterminer My (T) en utilisant la relation :
Mp (T) =P~ Mg (T) P

Comparer avec I'exercice 6 pour vérifier que la matrice trouvée est correcte.

I:| 4. Répéter pour U, W) et Ws.

Exercice 8.
Répéter les exercices 6 et 7 en remplagant 3’ par :

1" ~ o~~~
B =(&1,6,,83,84)
avec

€1 (x) =sinx + cos (2x) &, (x) =cosx é3(x) =sin(2x) —cosx

L
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Exercice 1.
1. Montrer que B = (e, e, e3, e4) est une base de E.

2. On considere les fonctions :

V1 (x) =sin(x) (4—-5cosx),

cos (x) +sin (x) .
vy (x) = — +sin (2x),

v3 (x) =cos(x) (—m +2cosx)— 1.

Ecrire les vecteurs colonnes (v1)B, (12)B, (V3)B-
Suggestion : utiliser les relations suivantes :
(sin a)2 + (cos a)2 =1
sin(a+ b) =sinacosb+ cosasinb

cos(a+b) =cosacosb-sinasinb

3. On considere les vecteurs colonnes :

1

0 2

1

_|° _|2
(w1)p = ) (w2)p =

-1 10

0 -1

! Donner les vecteurs correspondants w,, w» dans l'espace E.

Correction de 'exercice 1.
1. Par construction, B = (e, e2, e3, e4) est une famille génératrice de E (car E est 'espace vectoriel engendré par B par

définition). Il suffit donc de vérifier que la famille est libre. On cherche quatre réels aj, j =1,...,4, telsque:

4
VxeR, Z ajej(x)=0
j=1
c’est-a-dire :

VxeR, a;sinx+ascosx+ agsin(2x)+ascos(2x)=0

Cette relation doit étre vérifiée pour tout x, donc en particulier pour x =0, x =7, x = 1/2 et x = /4, ce qui donne le

systeme :
ar+ay=0
—a2+a4=0
4
a]—ayg = 0
arsin(§)+azcos(F)+az=0

Les deux premieres équations donnent @ =0 et a4 = 0.
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La troisieme donne alors a; = 0.
Enfin, la quatrieme donne a3 = 0.

La famille est donc libre, et c’est bien une base de E.

2. On développe chaque vecteur en utilisant les formules trigonométriques.

Pour v, :
. . . . 5 . 5
V1 (x) =sin(x)[4—5cosx] =4sin(x) —5sin(x) cos (x) =4sin(x) — E sin(2x) =4e; (x)— 5 e3(x)

donc:

4

0

(=
-5/2

0

Pour v, :
sin (x) . 1
vy (x) =cos(x) + 2 +sin(2x) = 5 e (x)+ex(x)+e3(x)
donc:
1/2
1
(vo)p=

1

0
Pour vj :

v3(x) =cos(x)[-mr+2cosx]—1=—mcos(x) + 2 cos? (x)—-1
Or 2cos? (x)—1=cos(2x), donc:
v3 (x) = —1m ez (x) + eq (X)

donc:

(r3)p=

3. Onlitles coordonnées dans la base 55 :

w1 (x)=0-e1(x)+5-e2(x)+(—1)-e3(x)+0-e4(x) =5cosx—sin(2x)

L
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Exercice 2.
On introduit I'application :

T: E — E
v o— (TW=vx+v"(x)
1. Montrer que T est un endomorphisme de E.
2. Déterminer T (v;) pour j = 1,2,3. Ensuite donner les vecteurs colonnes correspondants (T (v;)) 5.
3. Donner la matrice Mg (T).

4. Retrouver (T (v;)) ;5 en utilisant la relation :
(T(v))g=Mp (D) (v))

5. A partir de cette matrice, déterminer ker 7 et Im 7.

! Donner une base pour ces deux sous-espaces. Sont-ils supplémentaires?

Correction de I'exercice 2.
1. Il faut d’abord montrer que T est une application linéaire. Pour tout v, we Eet LeR:

To+w@=w+w)X)+@w+w) @ =v+wx)+v" x+w' (x

=T x)+T(w)(x)

TAv)(x) = Av) () +Av)" () = Av(x) + AV () = AT (v) (x)
Donc T est linéaire. Il reste a vérifier que T envoie E dans E, c’est-a-dire que T (e;) € E pour tout j (ce qui sera vérifié
a la question suivante). T est bien un endomorphisme de E.
2. On calcule T sur les vecteurs de la base 5 :
T (e1) (x) =sinx + (sinx)” =sinx —sinx =0
T (e2) (x) = cosx + (cosx)” = cosx—cosx =0
T (e3) (x) = sin (2x) + (sin (2x))” = sin (2x) — 4sin (2x) = —3sin (2x) = -3 e3 (x)

T (e4) (x) = cos (2x) + (cos (2x))" = cos (2x) —4cos (2x) = —3cos (2x) = -3 e4 ()

Puis T (v7) en utilisant la linéarité :

5 5 5 . 15
T (v1) (x) = T(4e1 - 3e3)(x) =4 T (e1) (x) - 3 T (e3) (x) = 0— 3 (=3)sin (2x) = — e
donc:
0
(T(w)lp =
15/2
0
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3. La matrice Mg (T) est formée des colonnes [T (ej)]B :

00 0 O
0 0 O 0
Mp(T) =
0 0 -3 0
00 0 -3
4. Vérification pour v, :
0 0 O 0 4 0
0 0 O 0 0
Mg (T) (v = = =[T()lB
0 0 -3 0|[-5/2 15/2
00 0 -3 0 0

On retrouve bien le résultat de la question précédente.
5. Noyau. On cherche v =aje; + azes + ases + azeqs tel que T (v) =0, soit :

0

0
Mp(T) (V)p=0 < =
—3(13

o O O O

—3ay

donc a3 = a4 =0 et a1, as sont libres. Ainsi :
ker T = Vect(eq, e2)
La famille (e;, e2) est libre (elle est extraite de la base 3), donc c’est une base de ker T et dim(ker T) = 2.
Image. Par le théoreme du rang : dim(Im 7) = dim E —dim(ker T) =4 -2 =2. De plus :
Im T =Vect(T (e1), T (e2), T (e3), T (e4)) = Vect(T (e3), T (e4))

car T (e1) = T (e2) = 0. La famille (T (e3), T (e4)) = (—3e3, —3e4) est libre (deux vecteurs proportionnels a des vecteurs

de base distincts), donc c’est une base de Im T'.

Supplémentarité. Soit vekerTNIm T. Alors v = aje; + azez et v = aze3 + ageq, d'oln:
ajel +azex—azes—ages =0

Par liberté de B3, on obtient &1 = a» = a3 = a4 = 0. DonckerTnIm T = {0}, et comme dim(ker T) + dim(ImT) = 4 =

dim E, on conclut :

E=kerToeImT

L

Exercice 3.
Répondre aux questions de I'exercice 2 pour :

Uu. E — E
v — (UW)x)=vr(0)cos(x)

(=
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Correction de I'exercice 3.
On étudie U : v — v(0) cos x.

1. Linéarité. Pourtout v,we Eet LeR:
Uwv+w)(x)=w+w)0)cosx=(v0)+ w(0)cosx=U (v)(x)+ U (w) (x)
UAv) (x) = (Av)(0)cosx=Av(0)cosx =AU (v) (x)
Donc U est linéaire. On a ej(0) =sin0=0, e2(0) =cos0 =1, e3(0) =sin0 =0, e4(0) = cos0 =1, donc U(ej) € Vect(ep)
E pour tout j. U est bien un endomorphisme de E.

2. On calcule U sur les vecteurs de base :

U(ep)(x)=e;(0)cosx=0-cosx=0
Ul(ey) (x) =ex(0)cosx=cosx=ey(x)
Ul(e3)(x) =e3(0)cosx=0

Uley) (x) =e4(0)cosx =cosx =ey(x)

d’ou1 les matrices colonnes :

0 0 0 0
0 1 0 1
[WieDlg=| |, W= [, [WUledlg=| | [Uledlp=
0 0 0
0 0 0 0

3. Lamatrice de U dans B est :

00 0 O
01 0 1
Mp (U) =
0 0 0 O
0 0 0 O
0
0
4. Vérification : Mg (U) (v1)5 = , ce qui est cohérent avec vy (0) = sin (0) [4 —5cos0] = 0.
0
0

5. Noyau. Mg (U) (v)p = 0 donne a, + a4 =0, les autres composantes étant nulles automatiquement. Donc :
kerU ={aje; + azes + azes + azey | az + ay =0} =Vect(eq, e — ey4, €3)

C’est un sous-espace de dimension 3.
Image. Im U = Vect(e;), de dimension 1.

dim(kerU) +dim(ImU) =3+ 1 =4 =dimE. Comme e, ¢ ker U (car son coefficient sur e4 est nul), onakerUnImU =

{0}, donc:

E=kerUsImU
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Exercice 4.
On considere I'application :

w: E — E
vo— Wi@&)=UeT) () (x)=U(T @) (x)
1. Montrer que W; est un endomorphisme de E.
2. Déterminer W (v;) pour j = 1,2,3. Ensuite donner les vecteurs colonnes correspondants (W, (v;)) 5.
3. Donner la matrice Mg (W).

4. Retrouver la matrice Mg (W) en utilisant la formule :
Mp(UoT)=MpU) Mp(T)

5. A partir de cette matrice, déterminer ker W; et Im Wj.

! Donner une base pour ces deux sous-espaces. Sont-ils supplémentaires?

Correction de I'exercice 4.
On étudie W; =UoT.

1. Composée de deux endomorphismes de E, W est également un endomorphisme de E.

2. On utilise la linéarité et les résultats précédents. On calcule W, (ej) = U(T(e;)) :

Wi(e1)=U(0)=0, Wj(ex)=U(0)=0
Wi (e3) =U(-3e3) =—-3U(e3) =0

W) (e4) = U(=3e4) = —3U(e4) = —3e

3. La matrice est :

0 0 0 O
0 0 0 -3
Mp (W) =
0 00 O
0 0 0 O
4. Vérification par le produit :
0 0 0 offo O 0 O 0 00 O
01 0 1//0 0 0 O 0 0 0 -3
Mp (U) Mg (T) = =
0O 0 0 O0jf0 0 -3 0 0 0 0 O
o 0 0 0OJiO 0 0 -3 0 0 0 O

On retrouve bien Mg (W).

5. Noyau. Mg (W;) (v)g =0 donne —3a4 =0, donc a4 =0 et a;, a2, as libres. Ainsi :
ker W) =Vect(ey, ez, e3), dim(kerW;)=3

Image. Im W = Vect(—3ey) = Vect(ez), dim(Im W) = 1.

Comme e, ¢ ker Wy n'est vrai que si e ¢ Vect(e, e2, e3), ce qui est faux (e, € ker Wi). Donc ker Wy nIm W = Vect(ey) #

{0}, les deux sous-espaces ne sont pas supplémentaires.
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Exercice 5.
Répondre aux questions de I'exercice 4 pour :

W: E — E
v o— W ()®)=(TeU)w)x)=TUMW)Kx)

L

Correction de 'exercice 5.
On étudie Wo, = To U.

Par le méme raisonnement que pour Wi, W, est un endomorphisme de E. On calcule W (e;) = T(U(e;)) :
Wy (e))=T(0)=0
Wa(e2) =T(e2) =0
Wa(e3)=T(0)=0

Wy (eg) =T(e2) =0

Donc W, =0 ('endomorphisme nul). La matrice est :

0 0 0 O
0 0 0 O
Mp (W) =
0 0 0 O
0 0 0 O
00 0O OO O 0 O 0 0 0O
00 0O O0]|0 1 0 1 0 0 0O
On vérifie : Mg (T) Mg (U) = =
0O 0 -3 01]]0 0 O0 O 0 0 0 O
0 0 0 -3/l0 0 0 O 0 0 0O

_lgrll aker W, = E et Im W, = {0}. Ils ne sont pas supplémentaires (sauf si E = {0}, ce qui n’est pas le cas ici).

Exercice 6.
On consideére la famille :

B/ = (él, éZ; éS, é4)
avec
81 (x) =sinx +sin (2x) & (x) =cosx—cos(2x) é3(x) =sin(2x) é4(x) =cos(2x)

1. Montrer que B’ est une base de E.

|:I 2. Répéter les exercices 1 a5 en remplagant la base B par la base .

Correction de I'exercice 6.
1. On exprime les vecteurs de 3’ dans la base B :

él=ej +e3, ér=ey—ey, @é3=e3, €1=e4

Pour montrer que B’ est une base, il suffit de montrer que la matrice de passage P est inversible (voir exercice 7).
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Exercice 7.
1. Déterminer les matrices de passage P, P~! définies par les relations :

W =P s, Wp=PWp

pour tout vecteur v € E.
2. Connaissant (v;)3, déterminer (v;) . Répéter pour vo, T (v;) et T (v2).

3. Connaissant Mg (T), déterminer My (T) en utilisant la relation :
Mp (T) =P~ Mg (T) P

Comparer avec I'exercice 6 pour vérifier que la matrice trouvée est correcte.

I:| 4. Répéter pour U, W) et Ws.

Correction de I'exercice 7.
1. Les vecteurs colonnes de &; dans Bsont:

1 0 0 0

0 1 00
P=

1 0 1 0

0 -1 0 1

On inverse en exprimant les e; en fonction des &; :

e1=81—8, e =8é+8&;, e3=28&3 e

donc:

1 0 0 O

i |0 100

- -1 01 0

0 1 0 1

2. Oncalcule (1)) =P~ (v1)g:

1 0 0 O 4
() =P ()= oo e
- 1 0]|-5/2

0 1 0 1J\ O
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3. On calcule Mg/(T) =P~ ' Mg(T) P:

1 00 olfo o o offt o o o] [00 o o
1 0 offo o o oflo 1 o o] [0 0 0 o
Mpi(T) = =
-1 01 offo o =3 o[t o 1 o] [0 0 -3 0
o 10 1/lo o 0o -3[/lo -1 0 1 00 0 -3

On remarque que Mg/ (T) = Mg(T) : la matrice de T est la méme dans les deux bases, ce qui est cohérent avec le fait

|:| que T(é3) = —3é3 et T(é4) = —3é4.

Exercice 8.
Répéter les exercices 6 et 7 en remplacant 3’ par :

" -~~~
B =(é1,8é,,83,84)
avec

81 (x) =sinx + cos (2x) &, (x) =cosx &3 (x) =sin(2x) —cosx é4(x) =cos(2x)

L
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