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Chapitre 1

Anneaux — Définitions et généralités

Définition 1.1 : (Anneau)

On appelle anneau un ensemble A muni de deux lois de composition interne + et - telles que

(A1) Y(a,bc)eA, (a+b)+c=a+(b+o)

(A2) d0p€AVaeA a+04=04+a=a

(A3) VaeA Fd' €A a+d=d+a=0,

(A) V(ab)eA® a+b=b+a

(As) Y(abceA a-b-o=@ab)-c (associativité de -)
(Ag) Y(a b eA a-(+c)=(a-b)+(a o (distributivité a gauche de - par rapporta +)

(A7) VY(a,b,c)e A3, (a+b)-c=(a-c)+(b-c) (distributivité a droite de - par rapporta +)

Remarque:

(A1),(A2),(A3) et (Ag) < (A, +) estun groupe abélien

Définition 1.2 : (Anneau unitaire)
Soit (A; +; -) un anneau.

Si de plus

(Ag) F1p€ A (VaeA), a-lpa=1lp-a=a

|él<l)rs I'anneau est dit unitaireet 14 est appelé I'unité de A.

Définition 1.3 : (Anneau commutatif)
Soit (A; +; -) un anneau.

Siona

(Ag) Y(a,b)e A’ a-b=b-a

Llors I'anneau est dit commutatif.

Remarque :
(» Enprésence de (A1), (A2),(As3),(Ag),(As) et (Ag), les axiomes (Ag) et (A7) sont équivalents : 'un entraine 1'autre. Par

exemple, (Ag) et (Ag) entrainent (A7) :

Soit (a, b, ¢) € A3.

(a+b)-c=c-(a+D) par (Ag)
=c-a+c-b par (Ap)
=a-c+b-c par (Ag)




® (A1),(42),(A3),(As5),(Ae), (A7) et (Ag) entrainent (Ay).

Soit (a, b) € A2.

(a+b)+(a+b)=1a-(a+b)+14-(a+b) par (Asg)
=(1a+14)-(a+b) par (A7)
=((1a+1a)-a)+((1a+14)-b) par (Ag)
=Qa-a+la-a)+Qa-b+14-b) par (A7)
=(a+a)+(b+Db) par (As)

D’une part,
(a+b)+(a+b)=a+ b+ (a+b) par (A;)
=a+((b+a)+b) par (A;)
D’autre part,
(a+a)+(b+b)=a+(a+(b+Db)) par (Ap)
=a+((a+b)+b) par (Ap)

Comme (a+ b) + (a+ b) = (a+ a) + (b+ b), on obtient
a+(b+a)+b)=a+ ((a+b)+Db) (%)

Soit @’ un symétrique de a pour + (donné par (As)). En ajoutant a’ a gauche de chaque membre de () :

a+@+((b+a)+b)=(d+a)+(b+a)+b) par (A1)
=04+ ((b+a)+Db) par (As)
=(b+a)+b par (4z)
et de méme
a +(a+((a+b)+b)=(d +a)+(a+b)+b) par (A;)
=04+ ((a+b)+b) par (As)
=(a+b)+b par (42)

D’apres (*), ces deux quantités sont égales, donc
(b+a)+b=(a+b)+b
Soit b’ un symétrique de b pour +. En ajoutant b’ a droite de chaque membre :

(b+a)+b)+b =(a+b)+b)+b

= (b+a)+(b+b)=(a+b)+(b+D) par (A4;)
— (b+a)+04=(a+b)+0y4y par (As)
— b+ta=a+b par (Az)

|:I Donca+b=>b+a.



Propriété 1.4 : (Unicité de l'unité)
Soit (A; +; -) un anneau.
Sil'on a (Ag), 'élément 14 est unique.

Plus généralement, si * est une loi de composition interne sur un ensemble E, il existe au plus un élément neutre pour *.

Preuve :

Soient e et ¢’ deux éléments neutres pour .

VxeE, xxe=exXx=xXx

VxeE, xxé=éexx=x

Six=¢,
exe=exe =¢
Six=e,
exe = xe=e
Donc
e=exe'=e
Donc

Autrement dit, si deux éléments sont neutres alors ils sont égaux. Ce qui prouve I'unicité de I'élément neutre.

Exemple :
Exemples d’anneaux :

®» Z,Q, R, C sont des anneaux commutatifs, unitaires.
® z|v2]={a+bV2]|(ab)ez?}

® Clx]

® Clxy]

() M3 (R) est un anneau unitaire non commutatif.

Lo

Convention 1.5 : (Notations et conventions du chapitre)

Dans toute la suite du chapitre, si ce n’est pas précisé alors A est un anneau, 0=04, —a=a’, 1 =14 (s'il y alieu).

Propriété 1.6 : (Absorption du zéro)

Soit (A; +; -) un anneau.

VaeA a-0=0-a=0



Preuve :
Soit a € A.

a-0+a-0=a-(0+0) par (As)

=a-0

Soit (a-0)" un symétrique de a-0 pour + (donné par (As), (A, +) étant un groupe).

En ajoutant (a-0)’ a droite de chaque membre :

(a-0+a-0)+(a-0=a-0+(a-0)

—a-0+(a-0+(a-0)=0 par (A) et (As)
— a-0+0=0 par (As)
— a-0=0 par (Az)
De méme,
0-a=0
Donc
a-0=0-a=0

L

Propriété 1.7 : (Regle des signes)
Soit (A; +; -) un anneau.

Pour tous éléments a et b de A, le produit de I'un par 'opposé de I'autre est égal a 'opposé de leur produit :

V(a,b)e A’ a-(-b)=(-a)-b=—(a-b)

L

Preuve :

Soit (a, b) € A2.

a-b+a-(-b)=a-(b+(-b)) par (Ag)
=a-0 par (A3)
=0 par la proposition|1.6

Ainsi, a- (—b) estle symétrique de a - b pour +, c’est-a-dire :

a-(-b)=—(a-b)
De méme,
a-b+(-a)-b=(a+(—-a))-b par (A7)
=0-b par (As)
=0 par la proposition|1.6

Donc (—a) - b est également le symétrique de a- b pour +, soit :

(—a)-b=-(a-b)




On en conclut donc que :

L

Corollaire 1.8 : (Produit de deux opposés)
Soit (A; +; -) un anneau.

L

Preuve :
Soit (a, b) € A2.
(=a)-(=b)=—(a-(-b))
=—(-(a-b)

=a-b

L

Définition 1.9 : (Puissances dans un anneat)
Soient (A; +; ) un anneau et a € A.

Pour tout m € N*, on définit la puissance m-iéme de a par récurrence :

a =a
am+l =am-a
Si, de plus, A est unitaire, on pose :
(10 =1y
Propriété 1.10 : (Regle des puissances)
Soient (A; +; ) un anneau et a € A.
Pour tout m € N* et pour tout n€ N*, on a:
a™ =g a"=a" a™

Preuve :

‘ Cas des exposants strictement positifs. ‘

Montrons par récurrence sur n € N* que, pour tout meN*, ona:

am+n - am an
Initialisation (n=1) :
Pour tout m € N*, la définition des puissances donne :
am+1 — am a
— am . al

a-(-b)=(-a)-b=-(a-b)

Y(abeA® (—a)-(-b)=a-b

Si, de plus, A est unitaire, cette égalité reste vraie pour tout m € N et pour tout n € N.

Le produit des opposés de deux éléments de A est égal au produit de ces deux éléments :

par la proposition|1.7
par la proposition|1.7

car — (—x) = x dans le groupe (4, +)



La propriété est donc vraie au rang 1.
Hérédité :

Soit n € N*. Supposons que, pour tout m € N*, on ait :

Soit m € N*. Alors :

a
— am+n a
=(a"-a")-a
=a"-(a"a)
— am an+1
La propriété est donc vraie au rang n + 1.
Par récurrence, pour tout m € N* et pour tout e N*, on a:
am+n — am an

a™.a = gmtn
— an+m
— an am
Ainsi, pour tout m € N* et pour tout e N* :
av =g a"=a" a™
Cas d’'un anneau unitaire.
Supposons que A est unitaire.
Soit meN. Lorsque n=0,0na:
am+0 — am
=am. 14
=a"-a
De méme, lorsque m =0, pour tout n €N, on a:
a0+n — an
= lA . a"
=a’ a"

L

par associativité de + dans N
par définition de a”**!

par hypothése de récurrence
par associativité de - dans A

par définition de a*!

car m+n=n+mdansN

d’apres ce qui précede



Définition 1.11 : (Sous-anneau)
Soit (A; +; -) un anneau.

On appelle sous-anneau de A une partie B de A qui, munie de la restriction sur B des opérations + et -, est un anneau.

Théoreme 1.12 : (Caractérisation des sous-anneaux)

Soit (A; +; -) un anneau et B une partie de A.

B est un sous-anneau de A si et seulement si :
(i) B#9®
(ii) VY(x,y)eB* x-yeB

(iii) VY(x,y)eB? x-yeB

L

Preuve :

Sens direct (=) :

Supposons que B est un sous-anneau de A.

(» Par définition de sous-anneau, B muni des restrictions des lois de A est un anneau.
Tout anneau possede un élément neutre pour ’addition, noté ici 0p.
Par définition de cet élément neutre, on a 0p € B, ce qui implique que B # @.

La condition (i) est donc vérifiée.

() 0p est1l’élément neutre de (B, +) donc
0p+0p=0p
Comme (A, +) est un groupe et que I’élément neutre est unique :
0p =04
B muni de la restriction de + vérifie 'axiome (As3), donc il existe z € B tel que :
y+z=2z+y=0=0y
Ainsi,
y+z=04

donc

Autrement dit, z est 'opposé de y dans A.
Comme z € B, celaimplique que —y € B.

Par conséquent, pour tout x € B :

x-y=_x +(-y)eB

€B €B

La somme appartient effectivement a B car B est un anneau.

La condition (i7) est donc vérifiée.




x-y€EB
Donc la condition (iii) est vérifiée.

Sens réciproque (<) :

Supposons que les conditions (i), (i7) et (iii) sont vérifiées. Montrons que B est un anneau.

(») Comme B # @, il existe u € B. Alors :
Op=u—ueB

(® Soient (x,y) € B%2. Ona:

Donc:

x+y=_x —(-y)eB
I

De plus, par (iii), x-y € B.

Ainsi, B est stable pour + et -. Ce sont donc des lois de composition interne.

() Ona0y€eBetpourtout xe B:
X+04=04+x=x

Donc B vérifie I'axiome (A) avec 0g = 0 4.
() Soit x € B.

Soit x' = —x 'opposé de x dans A.On a:
x+x =x"+x=04

De plus, x' € B (car x' =04 — x € B par (ii)).

Donc:
x+x =x'"+x=0p
Ainsi, B satisfait I’axiome (A3).

Finalement, B est un sous-ensemble de A qui satisfait la définition d’anneau|l.1

Donc B est un sous-anneau de A.

Propriété 1.13 : (Sous-anneau d’'un anneau commutatif)

Si A est un anneau commutatif, tout sous-anneau de A est également commutatif.

10

() Bestun sous-anneau, donc B est un anneau. B est donc stable pour la multiplication, donc :

par (i)

par (ii)

par (ii)

(») B vérifie les axiomes (A1), (A4), (As), (Ag) et (A7) par héritage de A (les opérations sont les restrictions de celles de A).



Preuve :

Soit B un sous-anneau de A. Soient x, y € B.

Comme B< A,ona x,y € A. Puisque A est commutatif :

X-y=y-x

Donc B est commutatif.

Définition 1.14 : (Sous-anneau unitaire)
Soit (A; +; -) un anneau unitaire.

On dit que B est un sous-anneau unitaire de A si B est un sous-anneaude Aet14 € B.

Propriété 1.15 : (Unité d'un sous-anneau unitaire)
Soit (A; +; -) un anneau unitaire et B un sous-anneau unitaire de A.

Alors B est un anneau unitaire et I'unité de B est]'unité de A:

l1p=14

L

Preuve :

Soit B un sous-anneau unitaire de A.
Par définition, 14 € B.

Soit b € B.

Comme B A,onabe A.

Puisque 14 est'unité de A:
b-14=14-b=Db

De plus, 14 € B par hypothese. Donc 14 est un élément neutre pour la multiplication dans B.

Par unicité de I'élément neutre (proposition[I.4), on en déduit que :

l1p=14

Ainsi, B est un anneau unitaire d’'unité 1 4.

Remarque:
A On peut avoir :

(i) A anneau unitaire;
(i) B sous-anneaude A;

(iii) B unitaire;

! (iv) B n’est pas un sous-anneau unitaire de A.

11



Exemple :
() Soit A =R x R muni des lois usuelles.

Alors A est un anneau unitaire d'unité 14 = (1,1).

Considérons B =R x {0} = {(x,0) | x € R}.

@® B estunsous-anneau de A (stable par + et -, contient 04 = (0,0)).

® B estunitaire d'unité 15 = (1,0) car pour tout (x,0) € B :
(x,0)-(1,0) = (1,0) - (x,0) = (x,0)
® Cependant, 14 =(1,1) ¢ B (car la deuxieme composante n’est pas nulle).

Donc B n’est pas un sous-anneau unitaire de A au sens de la définition bien que B soit lui-méme un anneau

unitaire.
A est un anneau commutatif unitaire d'unité 14 = 1.
Considérons B={0; 3}.

Les tables d’addition et de multiplication dans B (par restriction des lois de A) sont :

+]0|3 0|3
003 0|00
330 3103

B muni des restrictions des opérations est un anneau unitaire d'unité 1z = 3.

B est un sous-anneau de A.

! Cependant, B n’est pas un sous-anneau unitaire de Acar 1, =1¢ B.

12



Chapitre 2

Idéaux et morphismes d’anneaux

Définition 2.1 : (Idéal a droite et a gauche)
Soit (A; +; -) un anneau.

On appelle idéal a droite de A une partie I de A telle que:

(i) (I,+) estun sous-groupe de (A, +)

(ii) Viel,YacA, i-ael
On appelle idéal a gauche de A une partie I de A telle que:

(i) (I,+) estun sous-groupe de (A, +)

(ii) Viel, VYaeA, a-i€l

L

Définition 2.2 : (Idéal bilatere)
Soit (A; +; -) un anneau.

gl appelle idéal bilatere de A un idéal a la fois a droite et a gauche de A.

Propriété 2.3 : (Idéaux dans un anneau commutatif)

Soit (A; +; ) un anneau commutatif et 7 une partie de A.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

Iestunidéal a droite <= Iestunidéal a gauche

< [ estunidéal bilatere

L

Preuve :
Soit (A; +; -) un anneau commutatif et  une partie de A.

Sens direct (=) :
Supposons que I est un idéal a droite de A.

Par définition :
() (I,+) estun sous-groupe de (A, +);
(&) Viel,VacA, i-acl.
Comme A est commutatif, pourtous a€ Aetiel,ona:
a-i=i-a
Ori-aec I (car I estunidéal a droite). Donc:
a-iel

Ainsi, I vérifie également la condition de stabilité par multiplication a gauche.
Par conséquent, I est un idéal a gauche de A, et donc un idéal bilatere.

Sens réciproque (<) :

13



Si I est un idéal bilatere, alors par définition (définition[2.2), I est a la fois un idéal a droite et un idéal a gauche de A.

Les trois assertions sont donc équivalentes.

Exemple :
(i) Lesidéauxde Z sontles aZ pour aeN, ou :

aZ={a-x|x€ 7}

Comme Z est un anneau commutatif, parles aZ sont des idéaux bilateres.

a b
(i) Soit A= M, (R) = { ( ) (a,b,c,d) e R*
c d

Les seuls idéaux bilateres de A sont {04} et A.
Cependant, A possede une infinité d’idéaux a droite.

Preuve : Soit 7 un idéal bilatére de A tel que I # {04}.

0 0 a b
IlexistedoncMeItelqueM;é( ).OnnoteMz( )aveca#Ooub#Oouc;éOoud;éO.
0 0 c

d

Etape 1 : Isoler un coefficient non nul.

On effectue des multiplications par des matrices élémentaires (qui sont dans A) pour déplacer les coefficients :
0 1 c d

M el
0 0 0 o0

c dl|o

0 0/\1

0 0 b 0
M el
1 0 d o0

o
QU
o

el

o
o
o

Par ces permutations, on voit que si un coefficient est non nul, on peut obtenir une matrice dans I ayant un coefficient

non nul en position (1, 1).
On peut donc supposer que a # 0.
Etape 2 : Obtenir la matrice identité dans 1.

Puisque a#0,0onaa ! eR.

Q
= |
—
o (=}
~—_————
—_—
[$) Q
(=} (=}
~———
Il
—
o —
o (=}
~—_—————
m
~
—
=3
]
=
(¢
@
s
i
—
—

0 1|1 o0 00

= el (notée Eo)
W R
0 0}({0 1 00

= el (notée Ey))
| AN

14



Par somme :

Conclusion :

Soit N € A. Puisque I, € I et que I est un idéal (stable par multiplication a gauche par tout élément de A) :
N=N-Ibel

Donc AcI,etcomme Ic A,onal=A.

Remarque : Lensemble

est un idéal a gauche de A.

c d a 0
En effet, pour toute matrice €Aet eAN:
f b 0

|:I (La deuxiéme colonne reste nulle).

Définition 2.4 : (Morphisme d'anneaux)
Soient (A; +4; x4) et (B; +p; xp) deux anneaux.

On appelle morphisme de A dans B une application ¢: A — B telle que :

V(x,y)e A% @(x+ay)=0@)+s9(y)

et p(xxay)=@ @) xpp(y)

L

Exemple :
Il est important de ne pas confondre morphismes de groupes et morphismes d’anneaux.

(» Lafonction exponentielle exp: (R,+) — (R}, x) définie par exp(x) = e* est un morphisme de groupes car :
V(x,y) eR? exp(x+y)=exp(x)xexp(y)
Cependant, ce n’est pas un morphisme d’anneaux de (R, +, x) dans (R, +, x) car :

exp (x +y) # exp (x) +exp (y)

exp (x x y) # exp (x) x exp (y)
(» Lidentité id: R — R définie par id(x) = x est un morphisme d’anneaux (et méme un isomorphisme) car :

V(x,y)eR? id(x+y)=id(x)+id(y)

id(xx y) =id(x) xid(y)

(» Lapplication nulle 0: A— B définie par 0(x) = 0p pour tout x € A est un morphisme de groupes additifs, mais ce

15



n’est généralement pas un morphisme d’anneaux (sauf si B est 'anneau nul) car :
0(1a)=0p#1p

(sauf dans le cas trivial o1 0 = 1, c’est-a-dire B = {0g}).

Définition 2.5 : (Noyau et image d’'un morphisme)
Soient (A; +4; x4) et (B; +p; xp) deux anneaux et ¢ : A— B un morphisme d’anneaux.

On définit :
Kerp={xe A|¢@(x)=0p} lenoyaudeq
Imp={px)|xcA} Tlimagedeg¢

g)tations : Ker = ker g = Ker (¢) = ker (¢).

Théoreéme 2.6 : (Propriétés du noyau et de l'image)

Soient (A; +4; x4) et (B; +p; xp) deux anneaux et ¢ : A— B un morphisme d’anneaux.

(D Kerg estunidéal de A.

(@ Img est un sous-anneau de B.

L

Preuve :
(D Kerg estun idéal de A.

() Ker estun sous-groupe de (4, +).

® Kerg est non vide :

Ona:

©04)=¢@04+04) car 04 estI’élément neutre de (A, +)

=¢p04)+¢04) car ¢ conserve 'addition
En soustrayant ¢ (04) dans les deux membres, on obtient :
¢ (04)=0p

Donc 04 € Ker ¢, ce qui implique que Ker ¢ # @.
® Stabilité par soustraction :

Soient (x, y) € (Kerg)®. Ona ¢ (x) = 05 et ¢ (y) = 0p.

On peut écrire :
0= x)=¢((x-y)+y) carx=(x-y)+y
=p(x-y)+¢(y) car ¢ conserve 'addition
=¢p(x—y)+0p car y e Kerg
=p(x-y)

Donc ¢ (x — y) = 0p, ce qui signifie que x — y € Ker¢.

Ainsi, Ker ¢ est un sous-groupe de (A4, +).

16



L

(» Stabilité par multiplication.

SoitxeKerpetye A.Onap(x)=0p.

Donc x- y € Ker .

De méme :

Donc y-x € Ker .

Finalement, Ker ¢ est un idéal bilatére de A.

(@ Img est un sous-anneau de B.

& Ime est non vide :

Ona:

DoncImeg # @.

() Stabilité par soustraction et multiplication :

Px-y)=p@-9(y)

=0g-¢(y)

:OB

p(y-x)=0() e

0p=¢(04) €elme

car ¢ conserve la multiplication

par absorption du zéro dans B

Soient (x, y) € (Im¢)?. Par définition de I'image, il existe a € A et a’ € A tels que::

® Soustraction :

Comme a—a' € A,onax—y€elmeg.

(® Multiplication :

Comme a-a' € A,onax-yelme.

Finalement, Im ¢ est un sous-anneau de B.

x—y=¢@-¢(d)

x-y=¢a)-¢(d)

17

x=¢(a)

y=9(d)

=¢(a-d)

=¢(a-d)

car ¢ conserve I'addition

car ¢ conserve la multiplication



Théoreme 2.7 : (Construction d’'un morphisme a partir d'un idéal)

Soit (A; +; -) un anneau et I un idéal bilatere de A.

Il existe un anneau B et un morphisme ¢: A — B tels que:

I=Kerg

L

Preuve :
(D Définition d’'une relation d’équivalence R ;.

Définissons une relation R sur A par :
XxRry < x-yel

et montrons que c’est une relation d’équivalence.
() Réflexivité :
Pour toutxe A:
x—x=04€l
Donc xRy x.
&) Symétrie:
Soient x,y € Atelsque xR y, C'est-a-dire x—y € I.

Comme [ est un sous-groupe de (A4,+) :

—(x-y)eI
Donc y — x € I, ce qui signifie que y R x.
() Transitivité :
Soient x,y,z€ Atelsque x Ry yety Ry z.
Onax—-yelety—zel.

Comme [ est un sous-groupe de (A, +) :
(x=y)+(y-2)er
Donc x — z € I, ce qui signifie que x R z.

Ainsi, R est une relation d’équivalence sur A.

(@ Classes d’équivalence.

Pour a € A, on notera a sa classe d’équivalence pour R :

a={beAlbR;a}

={beA|lb—-acl}
={a+iliel}
=a+1

(® Construction de ’'anneau quotient B = A/I.

SoitB:?:{E|a€A}.

18

car I est un sous-groupe de (4, +)



Pour (x,y) € B?,avecx=dety = d (ol a,d € A), définissons :

x+y=a+ada

x-y=a-a

(@ Les opérations sont bien définies.

& Pour l'addition :
Soientx=a=da ety=b="
OnaaR;a,donca-a €I Deméme, b—-b' €l

Alors :

(a+b)—(a' +b')=(a-d)+(b—b)el carIestunsous-groupe de (4, +)

Donc a+bRa +b', ce quisignifieque a+ b=a’'+b'.
Ainsi, x + y est bien définie.

() Pour la multiplication :

Ona:
ab-d-b=ab-a -b+d -b-d- b
=(a-d)-b+d-(b-b)
— ——
el el
ol :

® (a—a')-belcarlestunidéaladroiteeta—a €I;
® da'-(b—Db')eIcarlestunidéal agaucheetb-b'€l.
Donca-b—a'-b' €1, ce quisignifieque a-bRya'-b'.

Ainsi, a-b=ad -V, et x- y est bien définie.

(®) B estun anneau (anneau quotient de A par I).

() Associativité de +p :

Soient (x,y,z) e B3avecx=a,y=d etz=ad’.

(x+y)+z= (5+7)+7

=a+d+d
—ar@ra)
=a+a +a’
:E+(7+7)
=x+(y+2)

Donc +p est associative : B satisfait (A;).

(& Commutativité de +p :
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Soient x = @ et y = b dans B.

=b+a car + 4 est commutative

Donc B satisfait (Ay).
() Associativité de - :

Soientx:ﬁ,y:Toetz:EdansB.

=a-(b-c) car - 4 est associative

Donc B satisfait (Asg).
(&) Distributivité de-p sur+p :

Soientxzﬁ,yz@etzzfdansB.

=a-b+a-c par distributivité dans A

De méme pour I'autre distributivité. Donc B satisfait (Ag) et (A7).
(® Elément neutre pour +p :

Soit be B avec b=a (ou a € A).

0A+b=0,+a

=04+a
=a

=b

De méme, b+0,4 = b.
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1l existe donc 0 = 0,4 et B satisfait (Ay).

() Opposé:
Soit b=a € B.Posons b’ ==a.

Alors :

b+b =a+=a

=a+(—a)
=04
=0p

De méme, b’ + b =03.

Donc B satisfait (A3) avec b’ = —a.

(6) Construction du morphisme ¢.
A
Soitp=mar: A— 7 définie par :
a—a

() @ est un morphisme d'anneaux :

Pourtous a,a’ € A:

et:

Donc ¢ est un morphisme d’anneaux.

() Calcul du noyau :
acKer(¢) < ¢(a)=0g
—a=0,
—aR;0,4
—a-0x€l

~—ael

Donc Ker (¢) = I.
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Finalement, la projection canonique :

est un morphisme d’anneaux de noyau /.

Propriété 2.8 : (Anneau quotient commurtatif)

Soit (A ; +; -) un anneau commutatif et I un idéal bilatere de A.

Alors 'anneau quotient A/ I est commutatif.

Preuve :

Soient X,y € A/l

Par définition de la multiplication dans A/I :

Xy=xy

Comme A est commutatif, ona x-y = y-x. Donc:
Xy=y-x
=y-x

Ainsi, Xx-y =7y X pour tous x,y € A/I.

gilnalement, A/ est commutatif.

Propriété 2.9 : (Anneau quotient unitaire)

Soit (A; +; -) un anneau unitaire et I un idéal bilatere de A.
Alors I'anneau quotient A/ est unitaire et :
lar=1a
Preuve :
Soitae A/l
Par définition de la multiplication dans A/I :
_A a= lg-a
=a
et:
a _A =a-ly
=a
Donc 14 estI'élément neutre pour la multiplication dans A/I.
gilnalement, A/ est unitaire et 1 47 = 14.
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Définition 2.10 : (Isomorphisme d’anneaux)

Soient (A; +; -) et (B; +; -) deux anneaux.

On appelle isomorphisme entre A et B un morphisme bijectif ¢: A— B.

Propriété 2.11 : (Réciproque d’'un isomorphisme)
Soient (A; +; -) et (B; +; -) deux anneaux et ¢: A— B un isomorphisme.

Alors ¢~ ': B— A est un isomorphisme.

Preuve :
Soient b, b’ € B.

Puisque ¢ est un morphisme :

Pl )97 (1) =9 (¢~ 1) -9 (p~" (1))
b1

En appliquant ¢! aux deux membres :
(,0_1 (b) '(,0_1 (bl) — (,0_1 (b- b/)
De méme pour I'addition :

e (b+V) =9 D)+ (V)

Ainsi, ¢! est un morphisme. Comme ¢! est bijective (réciproque d’une bijection), ¢! est un isomorphisme.

Définition 2.12 : (Anneaux isomorphes)

Soient (A; +; ) et (B; +; -) deux anneaux.

On dit que A et B sont isomorphes, et on note A = B, s’il existe un isomorphisme ¢: A — B.

Propriété 2.13 : (Relation d'équivalence d’isomorphisme)

La relation d’isomorphisme = est une relation d’équivalence sur 'ensemble des anneaux.

Preuve :

Démontrons que la relation = est une relation d’équivalence en vérifiant les trois propriétés suivantes.
() Réflexivité :
Lapplication identité id4: A — A est un isomorphisme.
Donc A= A.
Donc = est réflexive.
&) Symétrie:
Si A= B, il existe un isomorphisme ¢: A — B. D’aprés la proposition précédente, ¢ ' : B — A est un isomorphisme.
Donc B ~ A.
Donc = est symétrique.
() Transitivité :
Soient A, B et C trois anneaux telsque A= Bet B=C.

Il existe donc un isomorphisme ¢: A — B et un isomorphisme ¢: B — C.
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La composée wop: A— C estun morphisme d’anneaux (composée de deux morphismes) et est bijective (composée
de deux bijections).
Donc v o ¢ est un isomorphisme, ce qui signifie que A= C.

Donc = est transitive.

Finalement, = est une relation d’équivalence.

Théoréme 2.14 : (Premier théoreme d’isomorphisme)
Soient (A; +; ) et (B; +; -) deux anneaux et ¢p: A— B un morphisme d’anneaux.

Alors :

=]
Kerg ne

L

Preuve :

A _
Soit x € , donc x =a (avec a € A).
Ker

Définissons 6(x) = ¢(a) € Im¢.

() 0 est bien définie :
Soientx=a=a'.
Alorsa=d < a Rierg @'.
Donc a—a’ € Ker .
Ainsi :

pla—d)=0g
=¢(a)-p(a)

Donc ¢(a) = ¢(a).
Ainsi, 0 : ﬁ — Im ¢ est bien définie.

() 0 estun morphisme d’anneaux :

Soit ( )e( A
O Ker

2
) avecx=aety=a'.
®

et:
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=0(x)-0(y)

() 0 estinjective:

. A \?
Soient (x,y) € (Keup) tels que 0 (x) =6 (y).

Avecx=dety=a,ona:
@ (a)=0(x)
=0(y)
=¢(d)

Donc:

Ainsi, a — a’ € Ker ¢, donc a Rierp a@'.

Finalement :

Donc x = y et 0 est injective.
() 0 est surjective :

Soit x € Im¢.

Il existe a € A tel que x = ¢ (a).

Alors x =0 (a).

Ainsi, 6 est un isomorphisme et :

=1
Ker¢ me

L

Théoréme 2.15 : (Théoréme de correspondance)

Soit (A; +; -) un anneau et I un idéal bilatere de A.

A
Les idéaux bilateres de 7 sont les %, pour J idéal bilatere de Atelque I < J, ol :
I =1, _
z={iliesf=nnin

Deplus,ona:

~ ]~
~I

L
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Preuve :
A
©) % est un idéal de 7

Soit J un idéal bilatere de A contenant I.
(» Sous-groupe additif :

Soient x,y € § Il existe j, j' € J tels que x = j

Alors :

() Stabilité par multiplication :

. J A
Soitxe —etae —.
1 I

llexiste je Jeta € Atelsque x= jeta=a'.

Alors :

Comme J est un idéal a gauchede Aet j € J,
Donca-xe€ §

De méme :

Doncx-ae %

A
Finalement, § est un idéal bilatere de 7

A
(@ Toutidéal de N est de la forme %

A
Soit T un idéal de T

&) Jestunidéalde A :

Soient (x,x') € J>. AlorsXe Tet X' € T.

Ona:

Donc x+x' € J.

b

Soitxe Jetae A.Alorsxe Tetac T

Comme J est un sous-groupe de A,ona j— j' € J,doncx—ye€

— A
Montrons que § = { j ’ jeT } est un idéal bilatére de T

Puisque J est un idéal de A,ona0, € J,donc0, =04/ € %

ety=j

a-x=a-j=a-j

onaa'-je].

x-a=j-a=j-a

Comme J est un idéal a droite de Aet je J,ona j-a' € J.

Posons J =7, (T) ={x€ A|mar1(x) € T} = {xe A|Xe T}.

A _
Puisque T est un idéal de T ona0x/;=0sa€T,donc0y4€]J.

X+x'=x+x'€T
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A
Puisque T est un idéal de 7

Donca-x€].
Deméme, x-a=x-ae€T,doncx-ac].
Ainsi, J est un idéal bilatere de A.
® Ic]:
Soitiel.Alorsi=04= 04/7€ T (car T est unidéal).
Doncie€].
Ainsi, I c J.
]
& T= 7
@ Inclusion § cT:
Soit x € %.Alors x=javecje€]J.
Par définition de J,ona j€ T, donc x € T.
@ Inclusion T c % :
SoitbeT.
Il existe a € Atel que b =a.
Puisque a€ T, on a a € J par définition de J.

Doncbzﬁ(—:%.

I~

Finalement, T = =.

s

All
I hi — =
(3 Isomorphisme T

A A
Soit y: 7 7 définie par @’ — @’.

() v est bien définie :

. I —
Soient a, a’ € A tels que a=da .

Alorsa—a' € 1.

Comme Ic J,onaa-da € J,donc@ :E].
Ainsi, y est bien définie.

() v est un morphisme d'anneaux :

— —I A
Soientx=a' et y=a’ dans T

y(x+y)=y(@ +a’)

:w(a+a’1)

=a+a

—_7  —J
=ad+d

=y +y(y)
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et:

y(xy)=vy(a ')

v (@)

~ad

=7’

=y (0 -v(y)
& kery = § :

xekery <=y (x) =047

=y (@) =07

—=d =0,
<—ae]
1 _J
—a e=
I
—x€e=
I
() v estsurjective :
Soit y € A
oi —.
YeT
Il existe ae Atelque y = @.
Alors y=v (EI).
Donc vy est surjective.
D’apres le premier théoréme d’isomorphisme :
A
T A
=~Imy = —
kery A J
]
Or kery = T donc:
A
7 _A
I
I
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Chapitre 3

Opérations sur les idéaux et Fonction d’Euler

Définition 3.1 : (Somme d’idéaux)

Soit A un anneau commutatif et I, J deux idéaux de A.

On appelle sommede I et J 'ensemble :

I+]={i+jliel jeJ}

Propriété 3.2 : (Plus petit idéal contenant I et J)
Soit A un anneau commutatif et I, J deux idéaux de A.
I+ Jestunidéal de A.

De plus, c’est le plus petit idéal de A contenant a la fois I et J.

Preuve :
(O I+ ]Jestunidéalde A.

() I+ ] estun sous-groupe de (A, +).
® Comme I et J sont des idéaux,ona0€ I et0€ J. Donc:
0=0+0€l+]
Ainsi, [+ ] # @.

® Soientx,ye I+ /. llexistei,i'eletj,j e jtelsquex=i+jety=i+j".

Alors :

Comme I est un idéal (donc un sous-groupe), on a i — i’ € I. Comme J est un idéal (donc un sous-groupe),
onaj—j'e]J.
Doncx—-yel+].
Ainsi, I + J est un sous-groupe de (A4, +).
() Stabilité par multiplication par un élément de A.
Soitxe I+ Jetace A.
IlexisteieIetje Jtelsquex=1i+j.

Alors :
a-x=a-(i+j)
=a-i+a-j par distributivité dans A

Comme [ estunidéaletie I,onaa-iel. Comme Jestunidéalet je J,onaa-je].

Donca-xel+].
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Finalement, I + J est un idéal de A.

(@ I+ ]contient et J.

Soit i € I. Comme J estunidéal, ona0€ J. Donc:
i=i+0el+]

Ainsi, Ic I+ J.Deméme, Jc I+ ].

(® I+ Jestle plus petit idéal contenant [ et J.
Soit Kun idéalde Atelque Ic KetJc K.
Soitxel+ . llexisteieletjeJtelsquex=1+j.
Comme I cK,onai€K.Comme JcK,ona jeK.

Puisque K est un idéal (donc un sous-groupe pour +), ona:

Ainsi, I+ Jc K.

gilnalement, I+ J estle plus petit idéal de A contenant a la fois I et J.
Définition 3.3 : (Produit d’idéaux)

Soit A un anneau commutatif et I, J deux idéaux de A.

On appelle produitde I et J 'ensemble :

m
I-J={Zik-jk

k=1

meN, irel, jkej}

L

Propriété 3.4 : (Inclusion du produit dans lintersection)
Soit A un anneau commutatif et I, / deux idéaux de A.

I-Jestunidéal de A et on al’inclusion :

[-JcIn]

L

Preuve :

(D I-]estunidéalde A.
(» I-] estun sous-groupe de (A, +).

® Pour m =0, la somme vide est égale 2 0. DoncO€e I-].

Soient x,y € I-J. llexiste m,neN, ir €I, jr € J (pour ke [1,m]) eti, eI, j, € J (pour ¢ € [1,n]) tels que :
y J AR

m

X = Z Uk Jk
k=1
n

./ !

y=2 iy
=1

Alors :

k=1 /=1

m n ,
=D ik jet ) (=ip) -y

k=1 /=1
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Comme I est un idéal et i; el,ona —i} el
Donc x — y est une somme finie de produits d’éléments de I par des éléments de J, ce qui signifie que
x—yel-].
Ainsi, I-J est un sous-groupe de (A4, +).
() Stabilité par multiplication par un élément de A.
Soitxel-Jetace A.

Ilexiste meN, iy €1 et ji € J telsque:

Alors :

k=1
m
=3 a-(ix jk) par distributivité
k=1
m
=Y (a-ip) - jk par associativité
k=1
Comme [ estunidéaletirel,onaa-irel.
Donca-xel-].
Finalement, I- J est un idéal de A.
@ Inclusion-JcIn]j.
SoitxeI-].llexiste meN, i€ et ji€Jtelsque:
m
x=) ik jk
k=1

Pour tout k€ [1,m] :
() Comme i€ letjre]Jc A onaig-ji€l (car I estunidéal de A).
() Comme jr€ JetirelIc A onaiy- ji€ ] (car J estunidéal de A).
Ainsi, pour tout k, ix- jx € I etig- jx € J.
Par stabilité de I et J pour I’addition :

m m
x=) ik jrel et x=) ir-jrk€]
k=1 k=1

Doncxeln]J.

gnalement, I-Jestunidéalde AetlI-JcIn].

Exemple:
SoitA=ZetlI=]=27Z.

Ona:
INJj=27 et I-J=47

DoncI-JCIN]J.

!L’inclusion de la proposition[3.4]est en général stricte.
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Définition 3.5 : (Idéaux étrangers)

Soit A un anneau commutatif unitaire et I, J deux idéaux de A.

On dit que I et J sont étrangerssi :

I+]=A

L

Théoreéme 3.6 : (Théoréme des Restes Chinois)

Soit A un anneau commutatif unitaire et I, / deux idéaux étrangers de A.

Alors :

O I-J=In]J
A A A
LT
Preuve :

() Démontronsque[-J=1In].

& InclusionI-JcIn]:

D’apres la proposition onadéjal-JcIn].
& InclusionInjclI-J:

Puisque I et J sont étrangers,ona [+ J = A.

En particulier, 14 € A= I+ J. Il existe donc iy € I et jj € J tels que:

la=io+ jo
SoitxeIn/J. Alorsxeletxe].
On peut écrire :
x=x-1x
= x-(io + jo)
=x-ip+x-jo

Or:

® xeJetigel,doncx-igel-J;

® xeletjoe ], doncx-joel-].

Comme [ - J est un idéal (donc stable par addition), on a:
x=x-lp+x-jo€l-]

Ainsi, InJc1-].

Finalement, I-J=1InN].
® Dé ¢ A A
émontrons que —— ~ — x —,
1 Inj I ]
A A
Soitp: A— 7 X 7 définie par :

w—»(ﬁl;ﬁj)
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1

oua =ma;(a) etﬁjznAJ(a).

() ¢ est un morphisme d'anneaux :
Soient a, a’ € A.
Pour I'addition :
gpla+d)=(a+d ;a+d’)
- (EI+EI i@ +;])
= a’;af)+(7;?)
=p@+¢(d)

Pour la multiplication :

a7 @)
=@ @) (" @)
=¢@-¢(d)
Donc ¢ est un morphisme d’anneaux.
&) Calcul du noyau :
acKer(p) = ¢(a)= 04,24

~—ael et ae]

~—aeln]

Donc Ker (¢) =In].
D’apres le premier théoréme d’isomorphisme :

A __A
InJ  Ker(p)

=Im(¢)

Il reste donc a démontrer que ¢ est surjective.
() Surjectivité de ¢ :
) A A
Soit (u,v) € — x —.
r Jj

Ilexiste a€ Aeta' € Atels que:

— —J
u=a et v=d
Posons x = a- jo+ a’ - ip, ot ip € I et jo € J sont tels que iy + jo = 14.

® Calculde ' :

a-x=a-a-jo—a i

33



=a-(1a-jo)—a' i
=a-iy—a i car 1o —jo=1Io
=(a-d')-io

Comme ip € [ et  estunidéal,ona (a—a')-ip€ I.

1 1

Donc a— x € I, ce qui signifieque x” =a" = u.

® Calculde X’ :
ad-x=d-a-jo-da-ig
=a-(1a—ip)—a-jo
=d-jo—a-jo carls—ip=jo
=(d' -a)-jo
Comme jo € J et J estunidéal, ona (a' —a)- jo€ J.

Donc a' — x € J, ce qui signifie que X = E] =v.
Ainsi:
oW =(*;¥)=w; v

Donc (u, v) € Im (¢).

. A A o
Finalement, Im (¢) = 7 et @ est surjective.

D’apres le premier théoréme d’isomorphisme, on conclut que :
A A A
_ X —
|:| Inj 1 ]

Exemple :
Cas particulier: A=Z.

Soient a > 1 et b > 1 deux entiers premiers entre eux.
Posons I = aZ et ] = bZ.
Les idéaux I et J sont étrangers.

En effet, d’apres le théoreme de Bézout, il existe (x, y) € 72 tel que:
ax+by=1
Or:

1=££+by

caz=I ebz=]
Donc 1€ I+ ], cequiimplique I+ J=Z.

D’apres le théoréeme des Restes Chinois (théoreme|3.6) :
Inj=1-J=aZ-bZ=abZ

Donc:
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z z 7 . )
x — (isomorphisme d’anneaux)

a>1,b>1premiersentreeux — —— =—
abZ a7z bZ

L

Corollaire 3.7 : (Produit de groupes cycliques)
Soient a > 1 et b > 1 deux entiers premiers entre eux.

gA est un groupe cyclique d’ordre a et B est un groupe cyclique d’ordre b, alors A x B est cyclique d’ordre ab.

Preuve :

Puisque A est un groupe cyclique d’ordre a, on a l'isomorphisme de groupes :

(2]
A = —; +
(groupe) \ aZ

De méme, puisque B est un groupe cyclique d’ordre b :

B = —; +
(groupe) ( bZ
Par produit cartésien :
A Z
AxB = — X — +
(groupe) \ aZ bZ

D’apres le théoreme des Restes Chinois (théoreme|3.6) :

z z z
e x 7 = b7 (isomorphisme d’anneaux, donc de groupes)

Finalement :

AxB = (—;+)
(groupe) \ abZ

Ei est cyclique d’ordre ab.

Propriété 3.8 : (Théoreme des Restes Chinois généralisé)

Soit A un anneau commutatif unitaire et (1;) jc[; ;] une famille d’idéaux de A deux a deux étrangers (c'est-a-dire que pour
tous k#l,ona I+ I; = A).

Alors :

L

Preuve :

Démontrons ce résultat par récurrence sur m.

Cas de base :
() Pour m =1 le résultat est trivial.
() Pour m =2: c’est exactement le théoreme des Restes Chinois (théoreme[3.6).

Hérédité : Supposons le résultat vrai pour un entier m > 2, et démontrons-le pour m + 1.
Soit (I}) je[1,m+1] une famille d'idéaux de A deux a deux étrangers.

Par hypothese de récurrence, on a:
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Pour tout k € [1, m], I'idéal I+ est étranger a I, c’est-a-dire :
Li+Ipa=A
1l existe donc xj € Iy et yx € I ;41 tels que:
1a=Xp+ Yk
Multiplions ces égalités pour k =1,...,m:
La=(x1+y1)-(x2+y2) - (Xm+ym)

En développant ce produit, on obtient une somme de 2" termes. Chaque terme est un produit de m facteurs, ot chaque
facteur est soit un xy, soit un y.

Le seul terme qui ne contient aucun yj est Xy - X2 - -+ Xp,.

Tous les autres termes contiennent au moins un facteur Yk pour un certain ke [[1, mﬂ Comme yj € I;p41 et Iy41 estun
idéal, chacun de ces termes appartienta ;1.

On peut donc écrire :

la=x1"X X+ =z
m —~—

ehn..nly €lm+
ol z € I+ estla somme de tous les termes contenant au moins un yy.

De plus, pour tout k € [[1, m], on a xi € Iy, donc x; - X2 -+ X, € I (car Iy est un idéal). Ainsi :
X1 X2 xmehn...nly

Par conséquent :
lpehNn...nly)+Ine

ce qui implique :
A= n...01Ly) + I+

Ainsi, les idéaux I1 N...N I,; et I+ sont étrangers.
On peut alors appliquer le théoréeme des Restes Chinois (cas m = 2) aux deuxidéaux Iy N...N I, et L4 :

A A A A
= ~ X
Ln...nlpa (Lhn...nTy)N Iy Lhn...0nly Iy

Par hypothese de récurrence :

A A A
= — X, X —
LIn...nI, I m
Finalement :
A A A A
_ ~ — X .,..X — X
Lin...nlpa I Iy, Iy

Ce qui acheve la démonstration par récurrence.
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Définition 3.9 : (Groupe des unités d'un anneau)

Soit A un anneau commutatif unitaire tel que 14 # 04.

On appelle groupe des unités de A (parfois noté A*) 'ensemble :

U(A)={ae A\{04} |Ibe A\{04}, a-b=14}

Propriété 3.10 : (Structure de groupe des unités)

Soit A un anneau commutatif unitaire tel que 14 # 04.

g(A) ; +) est un groupe d’élément neutre 1 4.

Preuve :

Vérifions les axiomes de groupe pour (U(A4) ; ).

() Loide composition interne :
Soient a,b e U(A).
Il existe a’,b' € A\{0} telsque a-a’ =14etb-b' =14.

Alors :

(a-b)-(d'-b)

a-(b-da')-b

=a-(a-b)-b car A est commutatif

Deplus, a'-b' # 04 (car A estcommutatifet a’, b’ # 04... attention, cela suppose A intégre, sinon on utilise directement
la définition).
Donca-be U(A).
() Associativité :
Lassociativité de - dans U(A) est héritée de 'associativité de - dans A.
(® Elément neutre :
Onala-14=14,doncl,€ U(A) (avec 14 comme inverse de lui-méme).

De plus, pour tout a € U(A) :
a-lag=1lz-a=a

Donc 14 estI’élément neutre de (U(A) ; ).

() Existence d’'un inverse :
Soit a € U(A). Par définition, il existe be A\ {04} telque a-b=14.
Comme A est commutatif, on aaussi b-a=14.

Donc b e U(A) et b est!'inverse de a dans (U(A) ; ).

gilnalement, (U(A); -) estun groupe d’élément neutre 1 4.
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Exemple :
() Si Aestun corps, alors U(A) = A\ {0}.

® U@ ={-1;1}.

(» U(K[x]) = K\{0} (ol K est un corps).

Propriété 3.11 : (Groupe des unités d'un produit d'anneaux)
Soient A et B deux anneaux commutatifs unitaires tels que 14 #04 et 15 # 0p.

Ona:

UAxB)=U(A) xU(B)

L

Preuve :
Soit (a;b) € Ax B.

(a;b) € U (A x B) si et seulement s'il existe (a’;b') € Ax B tel que :

(@ b)-(a’;b") = (14;1p)
c’est-a-dire :

(a-a’b-b')=(14;1p)
ce qui équivaut a :

a-a=1, et b-b=1p

_lR(I)nc ae U(A) et be U(B), soit (a;b) € U(A) x U(B).

Propriété 3.12 : (Isomorphisme des groupes des unités)
Soient A et B deux anneaux commutatifs unitaires tels que 14 #04 et 15 # 0p.

SiA = B,alorsU(A) = U(B).
) (groupe)

(anneau oup

Preuve :

Soit ¢p: A— B un isomorphisme d’anneaux.

® ¢1a)=1p:
@ est bijectif, donc surjectif. I existe x € A tel que ¢(x) = 15.

Alors :

@ela)=¢da)1p
=p(la)-¢k)
=pla-x)
=)

=1p

() ¢ envoie U(A) dans U(B) :

Soit a € U(A). Il existe a' € A\ {04} tel que a-a’ =14.
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Alors :

Ip=¢(14)
=¢(a-d)
=p(@)-¢(d)

De plus, ¢ (a') # ¢ (04) =05 (car ¢ est injective).
Donc ¢(a) € U(B).
Soit 6 = ¢|y ) larestrictionde ¢ a U(A) :

0:U(A) — U(B)

0 est un morphisme de groupes.

Soit A = ¢!y p larestriction de ¢! a U(B) :
A:UMB)— U(A)

A est un morphisme de groupes.
Les morphismes A et 8 sont inverses I'un de I'autre.

Finalement, U(A) = U(B).

(groupe)

Définition 3.13 : (Fonction indicatrice d’Euler)
Soit m > 1 un entier.

On définit la fonction indicatrice d’Euler @ par :

oom = o)
"= mZ

L

Lemme 3.14 : (Caractérisation de la fonction indicatrice d’Euler)
Soit m > 1 un entier.

gm) est le nombre d’entiers k € [1, m] tels que PGCD(k, m) = 1.
Preuve :

On sait que:

Soit k € [1, m].

—

_ 7 _
k est inversible dans P — 3dxeZ, k-x=
m

!

Ixez, k-x=1
dxeZ, mdivisel—-k-x
EI(x,y)eZz, 1-k-x=m-y

EI(x,y)EZZ, k-x+m-y=1

I

PGCD(k,m) =1

Pour la derniére équivalence :

(» Sensdirect = :Si k-x+m-y =1, alors tout diviseur commun a k et m divise également k-x+ m-y = 1. Le seul diviseur




commun positif possible est donc 1, ce qui signifie que PGCD(k, m) = 1.
(») Réciproque < :D’apres le théoreme de Bachet-Bézout, si PGCD(k, m) = 1, alors il existe (x, y) € 72 tel quek-x+m-y = 1.

— VA
Ainsi, k€ U(ﬁ) si et seulement si PGCD(k, m) = 1.
(=)
U -
mZ

Calculons ®(m) pour les premieres valeurs de m en utilisant le lemme précédent :

Par définition de ®(m) = , on en déduit que ®(m) est bien le nombre d’entiers k € [1, m] tels que PGCD(k, m) = 1.

Exemple :

®(m) est le nombre d’entiers k € [1, m] tels que PGCD(k, m) = 1.

o(1)=1 ; P2)=1 ; PQ)=2
PA4)=2 ; POB)=4 ; POB)=2

o(7M)=6 ; ®B)=4 ; PO =6 ; D(10)=4

® o) =1:
Le seul entier dans [[1,1] est 1.
PGCD(1,1) =1, donc 1 est premier avec 1.
Ainsi, ®(1) = 1.
G ©2)=1:
Les entiers dans [1,2] sont 1 et 2.
PGCD(1,2) =1 (premier avec 2) et PGCD(2,2) =2 # 1.
Seul 1 est premier avec 2.
Ainsi, ®(2) = 1.
G ®B)=2:
Les entiers dans [1,3] sont 1, 2 et 3.
PGCD(1,3) =1, PGCD(2,3) =1 et PGCD(3,3) =3 # 1.
Les entiers premiers avec 3 sont 1 et 2.
Ainsi, ®(3) = 2.
G @) =2:
Les entiers dans [1,4] sont 1, 2, 3 et 4.
PGCD(1,4) =1, PGCD(2,4) =2 # 1, PGCD(3,4) = 1 et PGCD(4,4) =4 # 1.
Les entiers premiers avec 4 sont 1 et 3.
Ainsi, ®(4) = 2.
G OB)=4:
Les entiers dans [[1,5] sont 1, 2, 3, 4 et 5.
PGCD(1,5) =1, PGCD(2,5) =1, PGCD(3,5) =1, PGCD(4,5) =1 et PGCD(5,5) =5 # 1.
Les entiers premiers avec 5 sont 1, 2, 3 et 4.
Ainsi, ®(5) = 4.
G ®E)=2:

Les entiers dans [1,6] sont 1, 2, 3,4, 5 et 6.
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PGCD(1,6) =1, PGCD(2,6) =2 # 1, PGCD(3,6) =3 # 1, PGCD(4,6) =2 # 1, PGCD(5,6) = 1 et PGCD(6,6) =6 # 1.
Les entiers premiers avec 6 sont 1 et 5.
Ainsi, ®(6) = 2.
® ©(7)=6:
7 est premier, donc tous les entiers de 1 a 6 sont premiers avec 7.
Ainsi, ®(7) =6.
G ©@B) =4:
Les entiers dans [1,8] premiers avec 8 (c’est-a-dire impairs) sont 1, 3,5 et 7.
Ainsi, ®(8) =4.
) ©9) =6:
Les entiers dans [1,9] premiers avec 9 (c’est-a-dire non multiples de 3) sont 1, 2,4, 5, 7 et 8.
Ainsi, ®(9) =6.
G ®10)=4:
Les entiers dans [1,10] premiers avec 10 (c’est-a-dire non multiples de 2 ni de 5) sont 1, 3, 7 et 9.
I:I Ainsi, ®(10) = 4.

Théoréme 3.15 : (Multiplicativité de la fonction indicatrice d’Euler)
Soient n > 1 et m > 1 deux entiers premiers entre eux.

Alors :

d(nm) =d(n)-d(m)

L

Preuve :
D’apres le théoreme des Restes Chinois (théoreme|3.6), comme 7 et m sont premiers entre eux, on a 'isomorphisme
d’anneaux :

z z z

~ e X —

nmZ nZ wmZ

En appliquant le foncteur groupe des unités U(-) et d’apres la propriété U(A x B) = U(A) x U(B) (proposition[3.11) :

sz )=z z) = () v )

En prenant les cardinaux de ces ensembles finis :

Z
d(nm) = U( )
nmZ

“|oz) o)
o2 5

=P(n)d(m)
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Lemme 3.16 : (Fonction indicatrice d’Euler pour les puissances de nombres premiers)

Soit p un nombre premier et k > 1 un entier.

Alors :

®(pt) = p* - p* = pt 1 (p-1)

Preuve :

D’apres le lemme(3.14, on a:
o} (pk) = H[ efq, pk]] | ¢ et p* premiers entre BUXH

Par complémentarité, on compte d’abord les entiers qui ne sont pas premiers avec p* :

o )=l 011 |t on s

p“—=@(p*|=13¢€][1,p"] | ¢ et p* non premiers entre eux
Or, ¢ et pk ne sont pas premiers entre eux si et seulement si PGCD(¢, pk) >1.
Comme p est premier, les seuls diviseurs de p* sont les puissances de p. Donc PGCD(/, p¥) > 1 si et seulement si p divise £.
Ainsi :
p* —dD(pk) = H[ € [[1,pk]] | p divise !H
Les multiples de p dans [1, p*] sont :
p-L,p-2 ...,pp

11y en a exactement p~~1,

Donc:

Finalement :

L

Corollaire 3.17 : (Formule explicite de la fonction indicatrice d’Euler)
Soit m > 1 un entier de décomposition en facteurs premiers :

— %1, %2 a
m=p; Py - Pm"

ol les p; sont des nombres premiers deux a deux distincts et les a; > 1.

Alors :

i=1 pi
1
o 11
plm p
p premier
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Remarque:
(O Sim > 3, alors ®(m) est pair.

En effet, soit m possede au moins un facteur premier impair p, alors 2| (p—1) et (p—1) | ®(m), donc 2 | P(m).

Soit m = 2% avec k > 2, alors :
d(m) =2F1@2-1) =21

qui est pair car k > 2 implique k-1 > 1.
(2 Pour tout ¢ > 1,ensemble &, = {m > 1| ®(m) = ¢} est fini.
ag

Soit m = pi"--- p,* avec me &.

Ona:
k .
o(m) =[] p{"" (pi-1)=¢
i=1

Pour touti,ona (p;—1) | ®(m)=/{et p?"_l | ®(m)="¢.
Donc pour chaque i, il y a un nombre fini de possibilités pour «; (car p;.x"71 < 4) etpour p; (car p; —1 < ¥).

Ainsi, & est fini.

() Si¢>3et{ estimpair, alors &, = ¢ (d’apres le point 1).
(» Calculde & :
O(m) =1.
Les seules solutions sont m =1 et m = 2.
Donc & = {1;2}.
(» Calculde &;:
O(m) =2.
Si p est un facteur premier de m, alors (p — 1) | 2, donc p — 1 € {1;2}, ce qui donne p € {2;3}.
Les cas possibles sont :
® m=1:®(1)=1#2.
® m=2%:®d(m)=2%"1=2 donc a=2,soit m=4.
® m=30:®(m)=3F13-1)=2-3F"1=2,donc f=1, soit m=3.
® m=2%3F:dm)=2%"12-1)-3F"13-1)=2%.3F"1=2, donca=1et =1, soit m=6.

Finalement, & = {3;4;6}.

® Su=0etép=7a.
Supposons qU’il existe m tel que ®(m) = 14.
Si p est un facteur premier de m, alors (p — 1) | 14, donc p — 1 € {1;2;7; 14}, ce qui donne p € {2;3;8;15}.
Comme p doit étre premier, on a p € {2;3}.
Les cas possibles sont :
G m=1:0(1)=1#14.
(» m=2%:®d(m)=2%" =14, impossible car 14 n’est pas une puissance de 2.
» m=3P:®(m)=2-3"1=14, donc 3f~! = 7, impossible.

® m=2%-3:®(m)=2%-3"1 =14 =2.7, impossible car 7 n’est pas une puissance de 3.
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Donc &14 = @.

De méme, pour ®(m) =26,ona (p—1) |26, donc p—1€{1;2;13;26}, ce qui donne p € {2;3;14;27}.
Les seuls premiers possibles sont p € {2;3}, et aucun cas ne donne ®(m) = 26.

|:I Donc & = @.

Conjecture 3.18 : (Conjecture de Carmichael)

Soit ¢ > 1 un entier et & = {m > 1 | ®(m) = ¢} I'’ensemble des entiers dont 'indicatrice d'Euler vaut ¢.
Pour tout £ >2,0ona|&)| # 1.

gltrement dit, pour tout m > 1, il existe n # m tel que ®(n) = ®(m).

Exemple :
Ona:

&g = {15;16;20;24;30}

! qui contient 5 éléments, confirmant la conjecture pour ¢ = 8.
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Chapitre 4

Idéaux premiers, idéaux maximaux

Définition 4.1 : (Idéal premier)
Soit A un anneau commutatif unitaire et I un idéal de A.

On dit que I est un idéal premiersi I # Aet:

Y(a b eA®, abel = aecl ou bel

L

Définition 4.2 : (Idéal maximal)

Soit A un anneau commutatif unitaire et I un idéal de A.

On dit que I est un idéal maximalsi I # Aet:

VJidéalde A, IcJ] = J=I1 ou J=A

L

Théoréme 4.3 : (Tout idéal maximal est premier)

Soit A un anneau commutatif unitaire et I un idéal de A.

gl est un idéal maximal, alors I est un idéal premier.

Preuve :

Soit .# un idéal maximal de A.

Par définition d'un idéal maximal, on a .# # A.
Montrons que .# est premier.

Soient a,be Atelsque a-be . #.

Définissons I'’ensemble :
N ={m+A-a|me ., Le A}

(» A estunidéal de A.
& A estnonvide:
Ona0,=04+04-a€ AN (car0g€ ).
Donc A # @.
@ Stabilité par soustraction :

Soient x, y € 4. Il existe my, my € 4 et 11,1, € Atels que:
xX=m+Ai-a
y=mp+Ar-a

Alors :

x—y=mi+A-a)—(me2+ 12 a)

=(my—my)+ A1 —A2)-ae N
—_— ———
eM €A

 Stabilité par multiplication par un élément de A :
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Soitxe A etre A llexiste me . # et Ae Atelsquex=m+1-a.

Alors :

r-x=r-(m+A2A-a)

=r-m+(@r-AN)-aeN
S~ ——
eM €A

Finalement, ./ est un idéal de A.

» Inclusion.Z c .¥.

Soit m € .# . On peut écrire :
m=m+04-aeN

Donc 4 < ..
(» Utilisation de la maximalité de ./,

Puisque .# est maximalet.#Z c .4, ona:
N =M ou N=A
® Casl: N =./.
Onaa=0a+1p-ae NV = 4.
Doncac€ . #.
@ Cas2:./1 = A.

Puisque 14, € A= .4, il existe me .# et A € Atels que:
la=m+A-a
Multiplions par b :
b=b-14
=b-(m+A1-a)

=b-m+A-(a-b)
—~ S——r
e e

Comme .# estunidéal,b-me .# etA-(a-b)e .
Donc bhe .

Dansles deuxcas,onaa€.#Z oube . /Z.

gilnalement, A est un idéal premier de A.

Exemple:
Soit A=Z.

Les idéaux de Z sont les aZ pour a € N.

(D aZ est premier < a =0 ou a est premier.

(@ aZ estmaximal <= a est premier.

! En particulier, {0} est premier et non maximal, ce qui montre que la réciproque du théoremel4.3]est fausse.
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Preuve :
(D Démontrons que aZ est premier < a =0 ou a est premier.
() Sensdirect (=):

Supposons que aZ est premier. Raisonnons par I’absurde en supposant que a # 0 et que a n’est pas premier.

® Sia=1,alors aZ = Z, ce qui contredit le fait que aZ est premier (car un idéal premier doit étre différent de
A).
® Sia#1,alors an’étant pas premier, il existe b >2 et c > 2 telsque a=b-c.

Ona:
b-c=a-leaZ

Cependant, b¢ aZ (carb<aetb#0)etc¢ aZ (carc< aetc#0).

Cela contredit le fait que aZ est premier.

Donc a =0 ou a est premier.

() Sens réciproque (<) :

® Casa=0:
On aaZ = {0}.
Montrons que {0} est premier :
® {0} #Z (car1¢{0}).
(® Soient b,c € Z tels que b- c € {0}, c’est-a-dire b- ¢ = 0.
Comme Z est un anneau integre, ona b =0 ou ¢ =0, donc b € {0} ou c € {0}.
Ainsi, {0} est un idéal premier de Z.
® Cas a = p premier:
OnapZ#7Z (carl¢ pZ).
Soient b,ce Z telsque b-c € pZ.
Alorsil existe A€ Ztelque b-c=p- A, Cest-a-dire p | b-c.
Comme p est premier,ona p|boup]c.
DoncbepZouce pZ.

Ainsi, pZ est un idéal premier de Z.
(2 Démontrons que aZ est maximal <= a est premier.

() Sensdirect (=):
Supposons que aZ est maximal.
D’apres le théoremel[d.3] aZ est premier.
Donc a est premier ou a = 0.
Or,0-Z=1{0}C2ZC7Z.
Donc aZ = {0} n'est pas maximal, ce qui implique a # 0.
Ainsi, a est premier.

() Sens réciproque (<) :
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Supposons que a = p est premier.

OnapZ#7Z (carl ¢ pZ).

Soit Jun idéal de Z tel que pZ c J.

Comme tout idéal de Z est de la forme bZ avec b e N, il existe b € N tel que J = bZ.
Onap=p-lepZc]=>bZ

Donc p € bZ, ce qui signifie qu'il existe x € Ztelque p=b- x.

Ainsi, b| p.

Comme p est premier,onab=1oub = p.

® Sib=1,alors J=bZ=1-Z=72.
@® Sib=p,alors J=bZ=pZ.

Dansles deuxcas, /] = pZou J =Z.

Ainsi, pZ est un idéal maximal de Z.

L

Définition 4.4 : (Idéal principal)
Soit A un anneau commutatif unitaire et I un idéal de A.

On dit que I est un idéal principal s'il existe x € A tel que :

I=Ax={a-x|aec A}

L

Définition 4.5 : (Anneau principal)

Soit A un anneau commutatif unitaire.

On dit que A est un anneau principalsi :

(») Aestintegre, c'est-a-dire A # {0} et :

V(a,b)e A%, a-b=0= a=0 ou b=0

|:,® Tout idéal de A est principal.

Exemple:
(») Z estun anneau principal.

I:|® K[x] est un anneau principal (ou K est un corps).

Théoréme 4.6 : (Idéal premier dans un anneau principal)

Soit A un anneau principal.

Tout idéal premier de A différent de {0} est maximal.

Preuve :
Soit & un idéal premier de A tel que & # {0} et & # A.

Comme A est un anneau principal, & est principal. Il existe donc x € A, x # 0 (car & # {0}), tel que :
P = Ax

Soit J un idéal de A tel que &2 c J.
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Comme A est principal, il existe y € Atel que:

Onax=14-x€ Ax=L c]J=Ay.

Donc x € Ay, ce qui signifie qu’il existe a € A tel que :
xX=a-y

Ora-y=1a-xe Ax=%,donca-ye .

Comme < est un idéal premier, on en déduit que :
ae? ou ye

() Casl:ae .

Comme a € & = Ax, il existe € Atel que:

a=0-x
Alors :
xX=a-y
=(B-x)-y
=f-x-y
=x-B-y
Donc:
X—x-B-y=04

x-(1a=B-y)=0a
Comme A est integre et x # 04, on en déduit que :
1a=B-y=0a
Donc:
B-y=1a
Ainsi, 1y =p-y€e Ay=J,doncly€J.

Finalement, J = A.

() Cas2:ye .
Soit te J = Ay.
Ilexistea € Atelque t=a-y.
Comme ye & et & estunidéal,onaa-ye Z.
Donc te &.
Ainsi, J ¢ .
Comme on a déja & c J, on en déduit que J = &.

Dans les deux cas, /] = & ou J = A.
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gilnalement, & est un idéal maximal de A.

Remarque :
Soit A un anneau commutatif unitaire et I un idéal de A.

. AL
(D I estpremier < 7 est integre.

A
(@ Iestmaximal < 7 est un corps.

!On retrouve que (I maximal = [ premier), car tout corps est intégre.

Preuve :
. A
Preuvede 1) : ] est premier < T est integre.

() Sens direct (=):

Supposons que I est premier. Alors I # A, donc:
4 #{OA} avec 04 =04
I T T
A2
Soient (x,y) € (7) telsque x-y = Oé'

1l existe a,beAtelsqueszetyzE.

Alors :

=
<
1l
Ql
|
1l
Q
sy
1
o
~l
1
N

Donca-bel.

Comme [ est premier,onaacloubel.

® Siacl, alorsx=a=0

~I>

® Sibel alorsy=b=04.
1

Ainsi, ? est integre.
(» Sens réciproque (<) :

Supposons que ? est integre.
Alors ? # {0%}, donc I # A.
Soienta,be Atelsquea-bel.
Alorsﬂzﬁ = 0?, Cest-a-dire@- b = 0%.
Comme ? estintegre,onaa= 0? oub= 0%.
Doncae€loubel.
Ainsi, I est premier.

Preuve de 2) : ] est maximal < ? est un corps.

o . A J . .
D’apres le théoreme de correspondance des idéaux, les idéaux de T sont les T ol J est un idéal de A contenant I.

I est maximal < I # Aetles seulsidéaux de A contenant I sont I et A

A A A
— —# {OA} et les seuls idéaux de — sont {OA} et —
1 T 1 T 1
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A
Ll:;ufﬁt donc d’appliquer a B = 7 le lemme suivant.

Lemme 4.7 : (Caractérisation d’'un corps par ses idéaux)

Soit B un anneau commutatif unitaire tel que B # {0p}.

gors B est un corps si et seulement si les seuls idéaux de B sont {0p} et B.

Preuve :
() Sens direct (=):

Supposons que B est un corps.

Soit I un idéal de B tel que I # {0g}.

Il existe x € I tel que x # Op.

Comme B est un corps, x admet un inverse x~! dans B.

Soit y € B. Alors :

y=(y-x) x €I
€B el

Donc B c I, ce qui implique B = I.
Ainsi, les seuls idéaux de B sont {Og} et B.
(» Sens réciproque (<) :
Supposons que les seuls idéaux de B sont {Op} et B.
Soit x € B tel que x # 0p.

Considérons I'ensemble :
I=Bx={b-x|be B}

I est un idéal de B (idéal principal engendré par x).
OnaOg#x=1g-x€el,donc I #{0g}.

Par hypothese, I = B.

En particulier, 15 € I, donc il existe y € Btelque 1 =y - x.

Comme B est commutatif, onax-y=y-x=1p.

Ainsi, tout élément non nul de B est inversible, donc B est un corps.
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Chapitre 5

Anneaux euclidiens, principaux, factoriels

Remarque :
Les implications entre ces trois types d’anneaux sont les suivantes :

Euclidien = Principal = Factoriel

!Les réciproques sont fausses en général.

Définition 5.1 : (Anneau euclidien)

Soit A un anneau commutatif unitaire integre.

On dit que A est un anneau euclidien s'il existe une application d : A\ {0} — N telle que:

(D Pour tous x,y € A\ {0} :
x|y = dx)<d(y)
@ Pourtousa€ Aetbe A\{0}, il existe (q,7) € A% tels que :

a=b-q+r

et (r=0 ou d(r)<d(b)

_lBalms ce cas on dit que d est un stathme euclidien.

Exemple:
O A=Zavecd (x)=|x|.

(@ A=K]Ix] (ou K est un corps commutatif) avec d (P) = deg (P).

|:.® A=Zli)={a+i-b|(a,b)€Z?*} avecd(a+i-b) = a*+ b*.

Théoréme 5.2 : (Un anneau euclidien est principal)
Soit A un anneau euclidien.

Alors A est un anneau principal.

Preuve :
Soit I un idéal de A.

Si I =1{04}, alors I = A-04 est principal.
Si I # {04}, il existe x € I tel que x # 04.

Lensemble :
{dx)|xel, x#04}

est une partie non vide de N, donc elle posséde un plus petit élément ny.
Il existe donc ij € I, iy # 04, tel que ngy = d(ip).
Ona A-igc I (carip€ I et I estunidéal).

Soit i € I. D’apres la définition d'un anneau euclidien, il existe (g, ) € A? tels que :

i=q-ig+r et (r=0 ou d(r)<d(p)
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Ona:
r=i-q-ig=_1i +(-q) ip €1
=~
el €A el
Sir#04, alorsreletr#04, doncd(r)e{d(x)| xel, x#0a}.
Mais d(r) < d(ip) = no, ce qui contredit la minimalité de ny.

Doncr=04,et:
iZQ'ioEA'iO

Ainsi, I < A-ij.

Finalement, I = A- iy, donc I est principal.

golut idéal de A est principal, donc A est un anneau principal.
Définition 5.3 : (Relation de divisibilité)

Soit A un anneau commutatif unitaire integre.

Sur A\ {04}, on définit la relation de divisibilité par :

alb < (Jce A\{04})), b=a-c

Cette relation est réflexive et transitive.

Définition 5.4 : (Relation d’association)

Soit A un anneau commutatif unitaire integre.

On définit la relation d’association ~ sur A\ {04} par:

a~b< alb et bla

Propriété 5.5 : (~ est une relation d’équivalence)
Soit A un anneau commutatif unitaire integre.

La relation ~ est une relation d’équivalence sur A\ {04}.

Preuve :
() Réflexivité :

Soit a€ A\{04}.
Onaa=14-a,doncala.
Ainsi, a ~ a.
(» Symétrie:
Soient a, b e A\ {04} tels que a ~ b.
Alorsa|betb|a,donch|aetalb.
Ainsi, b ~ a.
() Transitivité :
Soient a,b,ce A\ {04} telsquea~bethb~c.
Alorsa|betb|c,doncil existe x,ye Atelsqueb=a-xetc=>b-y.

Ainsi, c=(a-x)-y=a-(x-y),doncalc.
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Deméme, c|betb|a,doncc|a.
Finalement, a ~ c.

E relation ~ est donc une relation d’équivalence sur A\ {0 4}.

Propriété 5.6 : (Caractérisation de l'association par les unités)

Soit A un anneau commutatif unitaire integre.

Pour tous a,be A\ {04} :

a~b < QueU(A), a=u-b

L

Preuve :
() Sens direct (=) :

Supposons que a ~ b, cC’est-a-dire a | bet b| a.

Il existe ¢, ¢’ € Atels que :

b=a-c et a=b-¢

Alors :
a=b-c
=(a-c)-c
=a-(c-c')
Donc:

a-(la—c-c')=0,
Comme A est integre et a # 04, on en déduit que :
la—c-c'=0y4

cest-a-direc-¢' =14.

Ainsi, ¢’ est inversible et a = ¢’ - b avec ¢’ € U(A).
() Sens réciproque (<) :

Supposons qu’il existe u € U(A) telque a=u-b.

Alorsa| b (cara=u-b).

Deplus, b=u"!-a,doncb| a.

Ainsi, a ~ b.

gilnalement, a~b < JucU(A), a=u-b.

Définition 5.7 : (Elément irréductible)

Soit A un anneau commutatif unitaire integre.

Un élément a € A\ {04} est dit irréductiblesi :
(» an’estpas inversible,

(») Pourtous b,ce A:

a=b-¢c = beUA) ou ceUA)
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Propriété 5.8 : (Invariance de lirréductibilité par association)
Soit A un anneau commutatif unitaire integre.
Soient a et a’ deux éléments de A tels que a est irréductible et a ~ a'.

Alors a’ estirréductible.

Preuve :

Puisque a ~ @', il existe u€ U(A) telque a' = u- a.

(» d' n’est pas inversible :

L. @' serait inversible (comme produit d’éléments inversibles), ce qui contredit

Si a’ était inversible, alors a = u~
I'hypothese que a est irréductible.
Donc a’ n’est pas inversible.

() Propriété de factorisation :

Soient b,c€ Atelsque a' = b-c.

Alorsu-a=b-c,donc:
a=u'b-c
Comme a est irréductible, ona u™-b e U(A) ou c € U(A).

® Sice U(A), alors c est inversible.

® Siu'-beU(A),alors b=u-(u"'-b) estinversible (comme produit d’éléments inversibles).

Dans les deux cas, b ou ¢ est inversible.

gilnalement, a’ est un élément irréductible de A.

Définition 5.9 : (Anneau factoriel)
Soit A un anneau commutatif unitaire integre.

On dit que A est un anneau factoriel (ou anneau factoriel unique - UFD) si chaque élément a € A\ {04} possede une
décomposition essentiellement unique :

a=u- pl oo pm
ou:

(» ue€ U(A) estinversible,

®» m=0,

|:,® P1,--., Pm sont irréductibles.

Définition 5.10 : (Décomposition essentiellement unique)
La décomposition est dite essentiellement uniquesi :

Pour toutes décompositions :

a= uplpm:vqlqn

ot u, v € U(A) etles p;, g; sont irréductibles, alors :
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& n=m,

(» 1l existe une permutation ¢ de {1;...; m} telle que pour tout i € {1;...; m} :

qi ~ Poi)

L

Théoréme 5.11 : (Théoréme de Bachet-Bézout)
Soit A un anneau principal.

Soienta€ Aetbe A.

Il existe d € A tel que :
» dla,d|b,

& Pourtoutd' € A:
[dla et d'|b= d'|d]

d estun PGCD de a et b.

De plus, il existe (x, y) € A tel que :

d=a-x+b-y

L

Preuve :

Considérons l'idéal :
I=A-a+A-b={A-a+pu-b|(Au)eA*}

I estunidéal de A.

Comme A est principal, il existe d € A tel que :
I=A-d={z-d|z€ A}

() ddiviseaetb:
Onaa=14-a+04-bel=A-d.
Il existe ce Atelque a=c-d,doncd | a.
Deméme, b=04-a+14-bel=A-d.
Il existe ¢ € Atelque b=c'-d, donc d | b.
() Relation de Bézout :
Onad=14-deA-d=1.

Il existe (x, y) € A% tel que :

d=x-a+y-b
(») destunPGCDdeaeth:
Supposons que d’ |a et d’ | b.
Il existe a/, b’ € A tels que :
a=d-a et b=d- b
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Alors :
d=x-a+y-b
=x-(d'-d)+y-(d-V)
=d'(x-d+y-b)
Doncd’ | d.

gnalement, d est un PGCD de a et b et vérifie la relation de Bézout.
Lemme 5.12 : (Lemme de Gauss)
Soit A un anneau principal.

Soit p € A un élément irréductible et soient a, b € A.

gpla-b,alorsplaouplb.

Preuve :

D’apres le théoreme de Bachet-Bézout (théoréme, ilexiste d € Atelque d | a, d | p etil existe (x,y) € A? tel que :
d=a-x+p-y
Comme d | p,ilexisteec Atelque p=d-e.
Puisque p est irréductible, on en déduit que d ou e est inversible.
(») Cas1:d estinversible.
Ona:
la=d'-d
=dVax+dl-py
Multiplions par b :
b=Db-14
=b~(d_1-a-x+d‘1-p-y)
=d_1-x-(a-b)+p-(b-d_1-y)
Comme p|a-b,ilexiste fe Atelquea-b=p-f.
Donc:
b=d ' x-(p-f)+p-(b-d-y)
= p-(d_l-x-f+b-d_1-y)
Ainsi, p | b.
(») Cas2:eestinversible.

Comme d | a, il existe he Atelque a=d - h.

Alors :
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=p-(e”'-h)
Ainsi, p| a.
_lems lesdeuxcas,onap|aoup|b.

Lemme 5.13 : (Absence de suite infinie strictement décroissante pour la divisibilité)

Soit A un anneau principal.

Il n’existe pas de suite ay, ..., an,... d'éléments de A\ {04} telle que pour tout n e N :

ap+1lan et ap# any

L

Preuve :
Raisonnons par I'absurde en supposant qu'une telle suite existe.

Considérons I'’ensemble :
I={Mi-ar++Am-am | meN, (Ay,...,A;p) € A"}

I estunidéal de A.
Comme A est principal, il existe d € Atelque I = A-d.

Onad=14-del, doncil existe meNetAy,...,1, € Atels que:
d=Xi-a1+-+Ay-am

Comme a;,+1 | am et ay | am-1, €tc., on a ay+1 | a pour tout k < m.
Donc a1 | d, ce qui signifie qu'il existe c € A tel que a1 =c¢-d.
Ainsi, a1 € A-d=1.

Mais par hypothese, a,, # am+1 et am+1 | am, donc ay, | an+1 est faux.

Contradiction.

Une telle suite n’existe donc pas.

Théoréme 5.14 : (Principal implique factoriel)

Soit A un anneau principal.

Alors A est un anneau factoriel.

Preuve :

Supposons que A est principal.

(D Existence de la décomposition :
Soit ae A\ {04}.
Si a est irréductible, la décomposition est triviale.
Sinon, a = a; - b avec a;, by non inversibles.
Si a; ou by n'est pas irréductible, on recommence.
D’apres le lemme(5.13} ce processus doit s’arréter.

Donc a admet une décomposition en irréductibles.

(@ Unicité de la décomposition :
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Soient deux décompositions :

a=u-pr--pPn=v-q1qm
ou u,veU(A) etles p;, q; sontirréductibles.
Par récurrence sur 7 :

(» Sin=0, alors a = u est inversible, donc m = 0.

( Sinz1l,alorspi|lv-q1- - gm.
D’apres le lemme de Gauss (lemme, p1 | q;j pour un certain j.
Comme q; estirréductible, p1 ~ g;.

En simplifiant, on obtient une décomposition avec n — 1 facteurs, et on conclut par récurrence.

Ainsi, la décomposition est essentiellement unique.

Finalement, A est un anneau factoriel.

Propriété 5.15 : (Unités de l'anneau des polynémes)
Soit A un anneau commutatif unitaire intégre.
Les éléments inversibles de A[x] sont les éléments inversibles de A (considérés comme polyndmes de degré 0).

Autrement dit :

U(Alx]) =U(4)

L

Preuve :
Soit P € U(A[x]).

Il existe Q € A[x] telque P-Q =140y
Ecrivons P = Z ap- x* avec a,#704etQ= Z by - xF avec b Z04.

k=0 k=0
Alors :

1a=P-Q=ay by -x"""+...
——
#04
car A estintegre, donc a;, - by, #04.
En identifiant les degrés, on obtient n+ m =0, donc n =0 (car n, m > 0).
Ainsi, P=ag€ Aetay-by=14,donc P € U(A).

Réciproquement, tout élément de U(A) est inversible dans A[x].

gilnalement, U(Alx]) = U((A).

Remarque:
Lhypothese "A integre" est essentielle.

Z
Par exemple, dans —[x] :
47

47

- = 7 _ 7
doncl+2-x€U(—[x]) maisl+2-x¢ U(ﬁ)
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Définition 5.16 : (Contenu d’'un polynome)

Soit A un anneau factoriel et P = a,, - x" +--- + ag € A[x] un polyndme non nul.

On appelle contenu de P et on note c(P) le PGCD des coefficients de P :

c(P) =PGCD(ay,...,an)

g contenu est défini a multiplication pres par un élément de U (A).

Lemme 5.17 : (Lemme de Gauss (version polynémes))

Soit A un anneau factoriel.

Pour tous BQ € A[x] :

c(P-Q)~c(P)-c(Q)

L

Preuve :

Soient P=ay, - x"+---+ag et Q€ Alx].
On peut écrire P = ¢(P)-Rou R =a),- x" +--- + aj avec ak:c(P)-a;C.

Alors :

¢(R) =PGCD(ay,...,a),)

=PGCD(ﬂ,..., an )

P’ e
PGCD(ay,...,ay)

- c(P)

_c® _

TP

De méme, on écrit Q = c(Q) - S avec c(S) = 1.

Alors :
P-Q=(c(P)-R)-(c(Q)-S)=c(P)-¢c(Q)-R-S
Donc:
c(P-Q)=c(c(P)-c(Q)-R-S)=c(P)-c(Q)-c(R-S)

11 suffit donc de démontrer que c(R- S) = 1.

Raisonnons par I'absurde en supposant que c(R - S) est divisible par un irréductible p de A.
Ecrivons R=ds-x*+---+dpetS=e; - x' +---+e.

Ona ¢(R) =1=PGCD(dy,...,ds), donc il existe un plus petit indice u tel que p1{d,.

De méme, il existe un plus petit indice v tel que p 1t e,.

Le coefficient de degré u+vde R- S est:

u+v

(R-S)y+v = Z dr-eyrvk
k=0

Dans cette somme :
() Pour k< u: p|dy par minimalité de u, donc p | di. - ey4 p—k-
() Pour k> u:alors u+v—k<v,donc p| ey, —i par minimalité de v, donc p | di. - e+ y—k-

®» Pour k=u:letermeestd,-e,, et ptdy, ptfey.
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Comme p est irréductible dans un anneau factoriel (donc premier d’apres le lemme de Gauss), p1dy, - ey.
Ainsi, pf (R- S)y+v, ce qui contredit p | c(R- S).
gnalement, c(R-S)=1,etdonc c(P-Q) ~ c(P)-c(Q).

Propriété 5.18 : (Caractérisation des irréductibles des polynomes)

Soit A un anneau factoriel et K = Frac(A) son corps des fractions.

Les irréductibles de A[x] sont :

(D Lesirréductibles de A (considérés comme polynémes constants).

I:,@ Les polynémes P € A[x] tels que c(P) =1 et P est irréductible dans K|[x].

Preuve :
() Sens direct (=):

Soit P € A[x] irréductible.

® Sideg(P)=0:
Alors P € A, et P est irréductible dans A (car sinon P = a- b avec a, b non inversibles dans A, donc dans A[x]
aussi, ce qui contredirait I'irréductibilité de P dans A[x]).
On est dans le cas i).
@ Sideg(P)>1:
On écrit P = c(P)- R avec R € Alx].
On a deg(R) =deg(P) > 1.
Comme P est irréductible dans A[x], soit c(P) est inversible dans A[x], soit R est inversible dans A[x].
Mais R ne peut pas étre inversible car deg(R) > 1 (d’apres la proposition|5.15).
Donc c(P) est inversible dans A, ce qui signifie c(P) ~ 1, c’est-a-dire c¢(P) = 1 (a unité pres).
Montrons que P est irréductible dans K[x].
Supposons P =S§-T avec S, T € K[x].
On peut écrire S = %-Uet T= %-Vavec N,N' e AetU,V € Alx].
Alors :

N-N'-P=U-V dans A[x]
En prenant les contenus :
c(N-N'"-P)y=c(U-V)
N-N'-¢(P)=c(U)-c(V)
N-N'=cU)-c(V)
Donc:

: : [z ()
N-N’ c(U)-c(V) c(U) c(V)

|4
) et ) sont dans A[x] (car leurs coefficients sont dans A apres division par le contenu).
c c

ou

174
soit —— est inversible dans A[x].

c(U) c(V)
Donc deg(U) = 0 ou deg(V) =0, ce qui implique deg(S) = 0 ou deg(T) = 0.

Comme P est irréductible dans A[x], soit
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Ainsi, S ou T est inversible dans K[x].

Finalement, P est irréductible dans K[x].
() Sens réciproque (<) :

® Cas(D:
Soit P = a € A avec a irréductible dans A.
Montrons que P est irréductible dans A[x].
D’apres la proposition[5.15} a n’est pas inversible dans A[x] (car a n’est pas inversible dans A).
Soient Q,R € A[x] telsque a=Q-R.

En prenant les degrés, on obtient :
deg(Q) +deg(R) = deg(a) =0
Comme les degrés sont des entiers positifs ou nuls, on a nécessairement :
deg(Q)=0 et deg(R)=0

Ainsi, Q et R sont des polyndmes constants, c’est-a-dire Q,R € A.
Comme a = Q- R dans A et que a est irréductible dans A, I'un des deux éléments, Q ou R, est inversible dans A.
D’apres la proposition[5.15, Q ou R est donc inversible dans A[x].
Finalement, a est irréductible dans A[x].
® Cas(2):
Soit P € A[x] tel que c(P) =1 et P irréductible dans K{x].
Comme deg(P) > 1, P n’est pas inversible dans A[x] (d’aprés la proposition|5.15).
Soit P=Q-Ravec Q,R € Alx].
Comme P est irréductible dans K[x], soit Q soit R (par exemple Q) est inversible dans K[x].
Donc deg(Q) =0, c’est-a-dire Q € A, disons Q = b.
AlorsP=b-R,donc b|c(P) =1.
Ainsi, b est inversible dans A, donc Q est inversible dans A[x].

Finalement, P est irréductible dans A[x].

L

Théoréme 5.19 : (Factorialité de 'anneau des polynomes)

Soit A un anneau commutatif unitaire integre.

gA est factoriel, alors A[x] est factoriel.

Preuve :

Supposons que A est factoriel. Soit K = Frac(A) son corps des fractions.

(D Existence de la décomposition :
Soit P € A[x], P #£0.
On écrit P=c(P)-R avec Re A[x] et c(R) = 1.

Comme A est factoriel, on peut décomposer le contenu :

C(P):u.pl...pk

62



ol u € U(A) etles p; sontirréductibles dans A.
Comme c(R) =1,onaRe€ K[x] (en fait R € A[x] mais on le voit dans K[x]).
Or K est un corps, donc K[x] est principal, donc factoriel.

On peut donc décomposer R dans K[x] :
R=A-Ri---Rp

ou A € K etles R; sont irréductibles dans K[x].

L a
Ecrivons A = 5 avec a,be A.

1
Pour chaque R;, on peut écrire R; = N S;avec N; € Aet S; € Alx].

Alors :

donc:
b-Ny---N,,-R=a-S;---Sp,
En prenant les contenus :
b-Ni--Npy-c(R)=a-c(S1)--c(Sm)
Comme c(R)=1:

b-Ni---Ny,=a-c(S1)---¢c(Sm)

Donc:
R=—212 S8
" b-N;--- Ny, 1 m
1
= -  .§-..-§
c(Sp-e(Sm) T
- (3 (s3)
c(S1) c(Sm)
S.
Chaque (Sl ) est un polynéme de A[x] de contenu 1, irréductible dans K[x], donc irréductible dans A[x] (d’apres la
c(5;
proposition[5.18] cas ii)).
Finalement :
S1 Sm
pecrrn e ()]
o~ Pr P c(S1) c(Sm)
inversible jrréductibles de type (D) -
irréductibles de type 2

Ainsi, P admet une décomposition en irréductibles dans A[x].

Unicité de la décomposition :

Soit P € A[x], P # 0, avec deux décompositions :
P=u-Pi+Pp-Ppy1-Pp=0-Q1 Qu - Quy+1---Qu

otlu,veU(A),lesPy,...,PpetQy,...,Q, sontdesirréductibles de type (1) (dans A), etles Pp;11,..., Pret Qpri1,-.., Qu

sont des irréductibles de type (2).
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En prenant les contenus :

C(P) = (- Py P Prys1 -+ Py)
= u-Py Py ¢ (Ppst -+ Py)
= u-Py Py (Ppan) -+ c(Py)

:u.Pl...Pm

car ¢(P;) =1pouri>m.
De méme, c(P)=v-Qy - Q.

Comme A est factoriel, la décomposition de c(P) dans A est essentiellement unique :
m'=m et Q;~Py; pouri€il,...,m}

Il reste a montrer 1'unicité pour les facteurs de type (2.

Ona:

1

E'P:Pm+l"'Pn=Qm+1"'Qn’

ol ces polyndmes sont irréductibles dans K[x].
Or K[x] est principal, donc factoriel.
La décomposition dans K[x] est donc essentiellement unique :
n-m=n'-m' donc n=n'
A permutation pres, Q; = k; - P; avec k; = % e K.
1
Donc b; - Q; = a; - P;.
En prenant les contenus :

b; =b;-c(Q;) =c(b;-Q;) =cla;-P;) = a;-c(P;) = a;

Donc a; = b;, ce qui implique k; = 1.
Ainsi, Q; = P; pour tout i > m.

Finalement, la décomposition de P dans A[x] est essentiellement unique.

_Bcl)nc Alx] est factoriel.

Corollaire 5.20 : (Factorialité de l'anneau des polynomes a plusieurs indéterminées)

Soit A un anneau factoriel.

g‘ors Alx1,...,Xm] est factoriel.

Preuve :

Par récurrence sur m.

On utilise I'isomorphisme :

A[xln--)xm+l] = (A[xly”wxm]) [xm+1]

64



Corollaire 5.21 : (Exemples d'anneaux factoriels)

Les anneaux suivants sont factoriels :

@ Z[xly---yxm])

|:,® K[x1,...,xm] ou K est un corps commutatif.

Remarque:
() Z[x] n'est pas principal.

I:|® KIxy,...,xm] n'est pas principal pour m > 2.
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Chapitre 6

Localisation

La localisation est un procédé algébrique qui permet de construire un nouvel anneau a partir d'un anneau A et d'un
sous-monoide multiplicatif S, en rendant inversibles tous les éléments de S.
Cette construction généralise la formation du corps des fractions d’'un anneau integre et joue un réle fondamental en

géométrie algébrique pour étudier les propriétés locales des anneaux.

Définition 6.1 : (Sous-monoide multiplicatif)

Soit A un anneau commutatif unitaire.

On dit qu'une partie S de A est un sous-monoide multiplicatif de A si elle vérifie les propriétés suivantes :

@ IAES,

(® Pour tous (s,s') € S, ona s-s' € S (stabilité par multiplication),

I:I@ 04¢S.

Lemme 6.2 : (Relation d'équivalence pour la localisation)

Soit A un anneau commutatif unitaire et S un sous-monoide multiplicatif de A.

On définit sur A x Slarelation R par:

(a,9)R(d,s) = (3s"€S), §"-a-s=s"-d"s

Alors R est une relation d’équivalence sur A x S.

Preuve :

Montrons que R est une relation d’équivalence en vérifiant les trois propriétés : réflexivité, symétrie et transitivité.
() Réflexivité :
Soit (a,s) € Ax S.

Commelp€ S,ona:
lgra-s=1a-a-s
donc
(a,9)R (a,s)

La relation R est donc réflexive.

(» Symétrie:
Soient (a,s),(a,s') € Ax Stels que (a,s) R (d',s').

Il existe s € S tel que :

Par commutativité de A, on a également :
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Donc
(d',s\R(a,s)

Larelation R est donc symétrique.
() Transitivité :
Soient (a, s), (b, 1), (c,u) € Ax Stels que (a,s) R (b, t) et (b, 1) R (c, u).

Il existe s; € Set s € S tels que :

s;ra-t=s1-b-s

So-b-u=sy-c-t

Posons s3=s71-52- .
Comme S est stable par multiplication et que s1, 2, € S,ona s3 € S.

Calculons s3-a-u:

S3-a-U=S81-$-1t-a-u
=s51-S-a-t-u

=S -(s1-a-t)u
N——

=s1-b-s
=s5-51-b-s-u

=515 (s2-b-u)
———

—sp-ct
=51-58-Cc-t
=(§1:-82-1)-Cc-S
=s3-C-S$

Ainsi, s3-a-u=s3-c-savec s3 € S.

Donc

(a,5) R (c,u)

Larelation R est donc transitive.

Finalement, R est une relation d’équivalence sur A x S.

Définition 6.3 : (Localisation d’'un anneau en une partie)

Soit A un anneau commutatif unitaire et S un sous-monoide multiplicatif de A.

On note S~' A’ensemble quotient de A x S par la relation d’équivalence R :

S‘1A=(Axs)/R={m(aeA, ses}

gclnsemble S~! A est appelé localisé de A en S ou encore la localisation de A en S.
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Théoreme 6.4 : (Structure d’'anneau du localisé)
Soit A un anneau commutatif unitaire et S un sous-monoide multiplicatif de A.

On définit sur S~ A les opérations suivantes :

(a,9)+(d,s"=(a-s'+a' s, s-s")

(a,9)-(a,s)=(a-a, s-s)

Ces opérations sont bien définies et font de S~' A un anneau commutatif unitaire.

Lapplication is 4 : A — S~! A définie par :

a— (a,l)

est un morphisme d’anneaux unitaires appelé morphisme de localisation.

Preuve :
(D Laddition est bien définie :

Soient (a,s) = (b, t) et (a/,s") = (¢, u).

On veut montrer que (a-s'+a’-s,s-s')=(b-u+c-t,t-u).
Il existe s; € Set sy € S tels que :
s;ra-t=s1-b-s

So-a -u=s-c-s'

Posons s3 = s71-52 € 8S.
Calculons :
s3-(a-s'+d-s)-t-u=s3-a-s'-t-u+ss-a-s-tu

=s1-Sp-a-s-t-u+s-sp-a-s-t-u
=(s1-a-1)-sp-8-u+sy-(s2-ad-u)-s-t
=(s1-b-8)-s2-8-u+s1-(s2:¢-8)-st
=§1-S0:b-s8 u+sy-sp-c-8-st
=s1-S2-(b-u+c-t)-s-s

=s3-(b-u+c-t)-s-s

Donc (a-s'+a'-s,s-s')R(b-u+c-t,t-u.

Ainsi :

(a-s'+a'-s,s-sY=(Mb-u+c-t,t-u)

(» Lamultiplication est bien définie :

Ona:
s3-(a-d)-t-u=s1-s-a-a-t-u
=(s1-a-t)-(s2-a'-u)
=(s1-b-9)(s2:¢-5)

=s1-S2-b-c-s-§
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:Ss-(b.c).s.s,

Donc (a-d,s-s')R(b-c,t-u).

Ainsi :

(a-a,s-s"Y=(b-c,t-u)

(® Laddition est associative :

((a,s)+(b,t))+(6,u)=(a‘t+b-s,s-t)+(c,u)

={(a-t+b-s)-u+c-s-t,s-t-u)

=(a-t-u+b-s-u+c-s-t,s-t-u)

=(a-t-u+Mb-u+c-t)-s,s-(t-u)

=(a,s)+b-u+c-t,t-u)

@9+ ((b, 0+ u))

(@ Laddition est commutative :

(a,8)+(b,t)=(a-t+b-s,s-1)
=(b-s+a-tt-9)

=0+ (a,s)

() Elément neutre pour Paddition :

0,1)+(a,8) =(a,9)+(0,1)

=(@a-1+0-s,s-1)

=(a,s)

Donciil existe 0g-14 = (04,14).

(6) Symétrique pour I'addition :

(—a,s)+(a,s)=(a,s)+(—a,s)

=(a-s+(-a)-s,s-9)

=(0,5%)

=(0,1)
car (0,5%) R (0,1) puisque 1-0-1=1-5-0.
Ainsi, (—a, s) est'opposé de (a, s).
Donc (S7' A, +) est un groupe abélien.

(» La multiplication est associative :

((@s-®0)-cw=@bsncw

=((a-b)-c(s-1t)-u

=(a-(b-c),s-(t-u)
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=(a,s)-(b-c,t-u

= @9 (b0 w)

La multiplication est commutative :

(a,$)-(b,t)=(a-b,s-t)
=(b-a,t-s)

:( ,t)'(a,S)

® FElément neutre pour la multiplication :

1,1)-(a,s) =(a,s)-(1,1)

=(a-1,s-1)

Doncil existe 1g-14 = (14,14).

Distributivité :

(a,s)-((b,t)+(c,u)) =(a,s)-(b-u+c-t,t-u)

=(a-b-u+a-c-t,s-t-u)

et:

(a,s)-(b,t)+ (a,s)-(c,u)y=(a-b,s-t)+(a-c,s-u)

=(a-b-s-u+a-c-s-t,s*t-u
11 suffit de démontrer que :
(a-b-u+a-c-ts-t-wyR(a-b-s-u+a-c-s-t,s* t-u)
c’est-a-dire qu'il existe s” € S tel que :
s"(ab-u+a-c-t)-s°t-u=s"-(ab-s-u+a-c-s-t)(s-t-u

s =1 convient.

Donc (S71 4, +,-) est un anneau commutatif unitaire.
@ is 4 estun morphisme d’anneaux unitaires :

Soit i = ig 4: A— S™' A définie par i(a) = (a, 1).

() Pourtousa,be A:

i(a)+ib)=(a )+ (b1

~—

=(a-1+b-1,1-1)
=(a+b1)

=ila+b)
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() Pourtousa,be A:

i(a)-i(b) =(a,1)-(b,1)

=(a-b1-1)

® i(1a)=004,14)=1g14.
l:: Donc i est un morphisme d’anneaux unitaires.

Propriété 6.5 : (Propriétés du morphisme de localisation)

Soit A un anneau commutatif unitaire et S un sous-monoide multiplicatif de A.

(D Chaque élément de is 4 (S) est inversible dans S™! A.

(@ Lenoyau de ig 4 est donné par :

Ker (is,a) ={a€ Al 3s€S), s-a=04}

(® Si Aestintegre, alors ig 4 est injectif.

L

Preuve :
(D SoitseS.

Onaiga(s)=(s1).
Considérons (1, s) € S A.

Alors :

(s1)-(1,8)=(s-1,1-9)

Or

Donc (s, 1) est inversible d’inverse (1, s).

(2@ Ona:

aceKer(isa) < isa(a)=(04,1)

<~ (3s€8),s:a-1=5-04-1

<~ (ds€S), s-a=0y4

(3 Supposons que A est intégre.
Soit a € Ker (is, ).

Il existe s€ Stel que s-a=04.

|:I Ainsi, Ker (is ) = {04}, donc i 4 est injectif.
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Exemple :
(D Corps des fractions d'un anneau intégre :

Soit A un anneau commutatif integre.

On prend S= A\ {04}.

Le localisé S~! A est noté Frac(A) et appelé corps des fractions de A.

C’est un corps.

Cas particulier : Frac(Z) = Q.
(@ Localisation en un idéal premier :

Soit P un idéal premier de A.

On prend S= A\ P.

Le localisé S~! A est noté Ap et appelé localisé de A en P.
(3 Anneau des nombres décimaux :

Soit A=Z.

Onprend S ={10" | neN}.

Le localisé S~! A est 'anneau D des nombres décimaux :

S‘IA:D:{IOin

ac”Z, nel\l}

L

Lemme 6.6 : (Intégrité du localisé)

Soit A un anneau commutatif unitaire integre et S un sous-monoide multiplicatif de A.

Alors S™' A est un anneau intégre.

Preuve :

Soient (x,y) € (S’lA)2 tels que x- y = 0g-1 4.
On écrit x = (a,s) avec a€ A, s€ S.
Ety:(b,_t)avecbe A tes.

Onax-y=0g-1,4,donc:

(a-b,s-1t)=(04,14)
Il existe s’ € S tel que :
scablp=5-04-5-1=0y
Donc:

s ca-b=0yu
——
€S

Ors’ #0 (car04 ¢ S) et A estintegre, donc a-b=04.
Ainsia=040ub=04.
(®» Sia=04,alors x=(04,5) =(04,14) =0g-14.

(> Demeéme, si b=04, alors y =0g-1,4.

gaste amontrer que 1g-1,4 # 0g-14 (ce qui est vrai car 04 ¢ S).
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Théoréme 6.7 : (Localisation d'un anneau principal)

Soit A un anneau commutatif unitaire principal et S un sous-monoide multiplicatif de A.

Alors S~! A est un anneau principal.

Preuve :

A est principal, donc A est integre, donc (d’apres le lemme S~! A estintégre.
Soit 7 un idéal de S~! A.

i~1(J) est un idéal de A.

A est principal, donc il existe a € A tel que :
iTNJ)=A-a

Onaa=14-acA-a=i"1(7).
Donci(a)e J.

Ainsi (S7'A)-i(a) = J.

Soit x€ J, avec x = (d',s), a’ € A, s€S.

Comme J est un idéal de S~1 A et que (s,14) € S1A ona:
x-(s,10)eJ

Calculons ce produit :

x-(s,14) = (d',8)-(s,14)
=(d'-s5,5-14)
=(a's,5)
= (a',14)
=i(a’)

Donc i(a') € J, ce quiimplique @’ € i1 (J) = A- a.

Ilexiste be Atelque a' = b- a.

Alors :

Donc J < (S71A)-i(a).

Finalement :
J=(5"4)-i(a)

Donc tout idéal de S~ A est principal.

gnsi S~! A est principal.
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Théoréme 6.8 : (Corps des fractions)

Soit A un anneau commutatif unitaire integre.
On pose S= A\ {04} et K = Frac(4) = S ' A.
Alors K est un corps, appelé corps des fractions de A.

De plus, le morphisme de localisation i = ig 4 défini par:
isa: A — !
a — (al)
est injectif (car A est integre).

Et on al'identification :

K={%|a€A, be A, b#04)

L

Preuve :

La preuve se déroule en plusieurs étapes.

(D Montrons que K est un corps:
Soit x € K tel que x # O.
On peut écrire x = (a,s) avec a€ Aet s€ S.
Commex;éOsz, onaa#0y4.
Doncae S (car S= A\{04}).
Soit y = (s, a) € K.

Alors :

donc
y-x=01a,14) =1k

Donc x est inversible dans K.

(2 Expression des éléments de K sous forme de fraction :
Soienta€ Aetbe A\ {04}
Dans K :

i@
i(b)

- -1
=i(@)-i(h) " =(a, 1) (b 1)

Donc:

_ji@
K_{i(b)

ac A beA, b;éOA}

(3 Identification de A avec i(A) :

Maintenant on identifie chaque x € A avec i(x) (c’est permis car i est injectif).
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Etona:

K:{%|aeA,beA,b¢Q&

L

Exemple :
Anneau des nombres décimaux — suite

Reprenons I'exemple précédent sur 'anneau des nombres décimaux :
Soit A=7.

On prend S = {10" | ne N}.

Le localisé S™! A est 'anneau D) des nombres décimaux :

S*A:D:{ﬁ%

ae”Z, ne N}
S~!' A=~D (anneau des nombres décimaux) via I'isomorphisme :

(@107 — —
a’ —_—
10"

_lB’Iaprés le théoreme 57! A est principal, donc D est principal.

Théoréme 6.9 : (Propriétés du localisé en un idéal premier)
Soit A un anneau commutatif unitaire et P un idéal premier de A.

Onpose S=A\Pet Ap=S"1A.
On définit :
mpz{m)aeP, seS}
Alors :
(D mp estun idéal strict de Ap (c’est-a-dire mp # Ap).
(2) Toutidéal strict de Ap est contenu dans mp. En particulier, mp est 'unique idéal maximal de Ap.
(® Onal’isomorphisme:

Ap
mp

~ Frac(A/P)

L

Preuve :

La preuve se déroule en trois parties correspondant aux trois assertions.

(O mp estun idéal strict de Ap:

(» mpestnonvide:
OnaOAP =(04,10)empcar0gePetlyes.
(» Stabilité par soustraction :

Soient x, y € mp.

On écrit x = (a,s) et y = (a',s') avec a,a’ e Pet s,s' € S.

Alors:

x—-y=(as)—(d,s)

=(a-s'—a-ss-s)
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Comme Pestunidéaleta,a’ e P,onaa-s'—a'-seP.
Donc x—yemp.

(» Stabilité par multiplication par un élément de Ap :
Soit x=(a,s) emp avec a€ Pet s€ S.
SOitZ:WEAP avechbe AetteS.

Alors :
x-z=(a-b,s-t)

Comme a€ Pet Pestunidéal,onaa-beP.
Donc x-zemp.
() mp eststrict:
Raisonnons par I’absurde en supposant que mp = Ap.

Alors lAP =(14,14) emp.

Ilexiste a€ Petse Stelsque (14,14) =(a,s).

1l existe s’ € S tel que :
! !/
s lp-s=s-a-1y

donc

Or s'-s€ S (car S est stable par multiplication) et s'-a € P (car a € P et P est un idéal).
Donc §' - s€ SN P = @, contradiction.

Ainsi mp # Ap.

(2 Toutidéal strict de Ap est contenu dans mp :

Soit 7 un idéal strict de Ap et soit x € 7.

On écrit x = (a,s) aveca€ Aet s€ S.

&) Sia¢P:
Alorsae A\P=S.
Considérons (s, a) € Ap.

Comme J estunidéaletxe J,ona:

(s,a)-x=(s,a)-(a,s)
=(s-a,a-s)
=(1a,14)
=14,

Donc 14, € J, ce qui implique J = Ap.
Contradiction avec '’hypothese que J est strict.

(» DoncacP:

Ainsi x = (a, s) e mp.
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On a montré que J cmp.

(») Unicité de I'idéal maximal :
Supposons que mp < K o1 K est un idéal de Ap.
Si K # Ap, alors K est un idéal strict de Ap, donc K < mp d’apres ce qui précede.
Ainsi K =mp.
Donc mp est un idéal maximal de Ap.
Soit m’ un idéal maximal de Ap.
Comme m’ est maximal, m’ # Ap, donc m’ cmp.
Par maximalité dem’, onam’ =mp.

Ainsi mp est 'unique idéal maximal de Ap.

A
(3 Isomorphisme m_P ~Frac(A/P):
P
Comme P est un idéal premier, A/ P est un anneau integre.
On note j : A/P — Frac(A/P) le morphisme de localisation canonique défini par x — x.
Ap — . P _
On note n : Ap — — la projection canonique définie par y — 3.
mp
Onnotei=iss:A— SlA=Aple morphisme de localisation.

On définit@ =mwoi: A— —.

(» Calcul dunoyaude0:

Soit y € P.

Alors i(y) = (y,14) e mp.
Donc 8(y) =n(i(y)) =04, .

mp

Ainsi y € Ker(0), donc P c Ker(6).

Réciproquement, soit a € Ker(6).

Alors 0(a) =0 4p , donc n(i(a)) =0 4p .
mp mp

Ainsi i(a) = (a,14) €e mp.

Ilexiste be P et s€ Stels que (a,14) = (b, s).

1l existe s’ € S tel que :
ssa-s=s"-b-1p=5"-b

Ors'-be P (car be Pet P estun idéal).
Doncs-s'-a€P.

Comme s-s' € S= A\ P et P est premier,ona a€ P.
Ainsi Ker(0) c P.

Finalement :
Ker(@) = P

(») Factorisation par le noyau :
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D’apres le premier théoreme d’isomorphisme :

A Ap
g ~Im(9) c =£
P ke O
(») Construction de 'isomorphisme A :
A
Soit A : Frac(A/P) — ZP Jéfinie par:
mp
a 0(a)
b 0(b)

oi1 @ et b désignent les classes de a et b dans A/P.

® A estbien définie:

Montrons d’abord que 0(b) #0 4, désque b¢ P.

mp
Soitbe Atelque b ¢ P.
Supposons par 'absurde que 6(b) =0 4, .
mp
Alors m(i(b)) =0 4p , donc i(b) = (b,14) Emp.

mp
Par définition de mp, il existe a€ P et s € S tels que (b,14) = (a, 3).

Il existe s’ € S tel que :
s b-s=s-a-l,=5-a

Ors’-ae P (car a€ P et P est un idéal).
Doncs'-s-beP.
Comme s'-s€ S= A\ P et P est un idéal premier, on en déduit que b € P.

Contradiction avec b ¢ P.

O(a A
Ainsi 6(b) # 0 4p , et 'expression Ota) a bien un sens dans m_P (qui est un corps car mp est maximal).
P

0(b)
mp
Montrons maintenant que A ne dépend pas du choix des représentants.

Soient @, ¢ € A/P et b,d € AIP\{0} tels que :

ST
Q| o

dans Frac(A/P).

Cela signifie que @-d = b- ¢ dans A/P, c’est-a-dire :
a-d-b-ceP

DoncfO(a-d—b-c)=0a4, .
mp
Comme 6 est un morphisme d’anneaux :

0(a)-6(d)—~0(b)-6(c) =024,

mp
donc

6(a)-0(d)=06(b)-6(c)

En multipliant par o) t-0(d)! (qui existent car 0(b) #0et0(d) #0) :

0b) 0(d)
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Ainsi A (g) =A (i)
b d
Donc A est bien définie.

® A estun morphisme d’anneaux :
. a ¢ s
Soient z et g deux éléments de Frac(A/P).

@ Additivité:

A Z+5~)=A adtbec
b d b-d
_G(a‘d+b-c)

0(b-d)

Comme 6 est un morphisme :

A(EJFE)_9(a)-6(d)+9(b)-6(c)
b dl 0(b)-0(d)
I TORNI)

SERE

(® Multiplicativité :

é):a(@)
d b-d
: O(a-c)
T O0b-d)

o>
—_—
S

Comme 6 est un morphisme :

E)_ 0(a)-0(c)
d] 06b)-0(d)
" 0(b) 6(d)

ZERY

o>
—_—
S

(® Unité:

Donc A est un morphisme d’anneaux.
® A estinjectif:

. a a
Soit A € Frac(A/P) tel que /I(E) =024p.

mp

Alors :

0(a)

—— =0

o) e
donc

0(a) =04,

mp
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Ainsi a € Ker(6) = P.

Donc @ =0dans A/P, ce qui implique :

S|
1l
[}

dans Frac(A/P).
Ainsi Ker(A) = {0}, donc A est injectif.
® Surjectivité de 1 :
Soita € ﬁ.
mp

Il existe u € Ap tel que a = w(u).

On écrit u = (a,s) avecae€ Aet seS.

Alors :
u-(s,14)=1(a,s)(s,14)
=(a-s,s-14)
=(a-s,s)
=(a,14)
=i(a)
Donc:
u-i(s)=1ia)
En appliquant 7 :
w(w)-m(i(s)) = n(i(a))
a-0(s)=0(a)
Donc:
0@
T 0(s)

Ainsi A est surjective.
Finalement, A est un isomorphisme et donc :

Ap
— =~Frac(A/P)
mp

L

Exemple:
Localisé de Z en un nombre premier p

Soit p un nombre premier.

Lidéal P = pZ est un idéal premier de Z.

Onpose S=Z\ pZetonnote Z,) =Zpz =S~ 'Z.
Soit i = isz : Z — Z(p) le morphisme de localisation.

D’apres le théoreme[6.9} on a:
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(® Z(p) admet un unique idéal maximal : m, = i(p)Zy).

() Onal’isomorphisme :

Zp) 7

m, pZ
Propriété 6.10 : (Sous-anneaux de Frac(B))

Soit B un anneau principal.

g‘A est un anneau tel que B ¢ A c Frac(B), alors A est principal.

Propriété 6.11 : (Sous-anneaux unitaires de Q)

Tout sous-anneau unitaire de Q est principal.

Preuve :

On propose deux preuves de ce résultat.

(D Premiére preuve (via localisation) :
Soit A un sous-anneau unitaire de Q.
Alors A contient forcément Z (car 1g € A, donc Z < A).

On définit :

On vérifie que S est un sous-monoide multiplicatif:
® 0¢S,

®» 1€8,
® Si(s,s')eS? alorss-s'€8.

Supposons que % € Aavecae”Z,beZ, b>1etPGCD(a,b) =1.
D’apres le théoreme de Bézout, il existe (A, i) € Z? tels que :
Aa+pu-b=1

Donc:

Or AeZcCA, %EA et peZcA
1

Donc 7 € A, ce qui signifie que b e S.

Soit y définie par:

y: Sz — A
(a,b) —

SN

(» v estbien définie :
Soient (a, b) = (a', V') dans S~1Z.

1l existe s” € S tel que :

S/"d'blzs//‘a/‘b
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Donc:

"~a-b  s"-d-b
s'-b-b - s"-b-b

c’est-a-dire :

S Q
ST

() v estun morphisme d’anneaux unitaires :

Soient x = (a,b) et y = (a',b') dans S~'Z.

® Additivité :

x+y=(a-b+ad-bb-b)
a-b+ad-b

b-bv
a a

A
=) +y(y)

ylx+y)=

(® Multiplicativité :

® Unité:

e =[] == 11,

() v estinjective:
Soit x € Ker(y).

On écrit x = (a, b).

Alors::
y((@b)=0
donc
a —
Z =0

ce qui implique a = 0.

Ainsi :

() v estsurjective :
Soit x € A.

- a )
On peut écrire x = > avec (a,b) € 7%, b > 1 et PGCD(a, b) = 1.
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Comme % =x € AetPGCD(a, b) = 1, on a montré précédemment que b € S.

Alors:
a
X = 7 :w((a,b))
avec (a,b) € S717.
Donc ¥ est un isomorphisme d’anneaux, et :
A=S§"'7

Or Z est principal, donc S™'Z est principal (d’apres le théoréme.
Ainsi A est principal.

Deuxieme preuve (alternative) :

Soit I un idéal de A.

Alors INZ estun idéal de Z.

Comme Z est principal, il existe m € N tel que::
InZ=m-Z

Onam=m-lem-Z=InZcl.
Doncmel,etainsim-AclI.

Soit x e I.

On peut écrire x = % avec (a,b) € Z2 et b #0.
On suppose PGCD(a, b) = 1.

D’apres le théoreme de Bézout, il existe (A, i) € Z2 tels que :
Aa+u-b=1
Alors :
a=x-bel

carxeletbeZcA.
DoncaelnZ=m-Z.
Il existe ce Z telque a=m-c.

De I'égalité de Bézout, on déduit :
1
E=7L~—+,u=/1-x+p

OrleZc A xelcAetueZcA.
1

Donc — € A.
b

Finalement :

Ainsi I c m- A.

On amontré que I = m- A.
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Donc tout idéal de A est principal.

Finalement, A est principal.

Propriété 6.12 : (Intersection des puissances de l'idéal maximal de Z ())

Ona:

N ip)"Z ) = {0}

neN

L.

Preuve :

Soitx=(a,8) € [ i(p)"Z).
neN
PourtoutneN,ona:

(a,$)=i(p)" (by,sn)
=(p, S)n “(bn, Sn)
(pn’ 1) : (bn» sn)

= (pn by, sn)

Il existe s, € S tel que :
/ —_ n
Sy a-Sp=S,-p"-by-s

Donc:

Sn- Sy ca=p"-(s, by-s)
——
€S=7\pz
Onap"|sy-s,-aetp™fs,-s,.
Donc p" | a.
Ainsi, pour tout n €N, p" | a, ce qui implique a = 0.

Finalement :

x=(a,s) =0z,

L

Définition 6.13 : (Valuation p-adique)
Soit x € Z ) tel que x # 0z, .

On définit la valuation p-adique de x par :

vp(v) =max{keN | xei(p)Z)

Propriété 6.14 : (La valuation p-adique est bien définie)

|!La valuation v}, est bien définie.
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Preuve :

La suite (i(p)"Z(p)) ., €St décroissante car :
i(P)" 2 ci(p)"Zy)

pour tout n € N.
De plus, d’apres la propriété[6.12) ona:
) ip)"Z ) =1{0}
neN
Donc pour tout x € Z () non nul, I'ensemble {k € N | xei(p)k Z(p)} estfini (car x n'appartient pas a I'intersection de tous

les i(p)"Zp)).

Ainsi, le maximum existe et v,(x) est bien défini.

Définition 6.15 : (Distance p-adique)
On définit la distance p-adique sur Z ) par :

0 six=y
dy(x,y) =
p’”ﬂ(x’y) six#y

L

Propriété 6.16 : (Propriétés de la distance p-adique)

La fonction d, vérifie les propriétés suivantes :

(@ Pour tous (x,y) € 22

(py dp(%, ) 2 0.

@ Pour tous (x,y) € Z%p), dp(x,y) =0 < x=}y.
® Pourtous (x,y) € Z2 |, dp(x,y) = dp(y, %).

(p)’

Théoréme 6.17 : (Inégalité ultramétrique)

3 .
Pour tous (x,y,z) € Zy:

dp(x,2) <max(dy(x,y),dp(y, 2))

d, est dite une distance ultramétrique sur Z .

Preuve :
Six=youx=zouy=z, alors I'inégalité est évidente.

Donc on peut supposerque x #y, x # z et y # z.

Soient m=vy(x—y) et n=vy(y—2).

On peut supposer que m < n.
Doncx—-y€ei(p)™-Zypety—zei(p)"Zy).

Comme m < n,onai(p)"Zy ci(p)"Zy), doncy—ze€i(p)"Zy,.

Ona:
x—z=x—-y+y—-z=i(p"-a+i(p)"-p
donc

x—z=i(p)" (a+i(p)"""-B)ei(p)"Z
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Ainsi vy(x—z) > m.
Donc dp(x,2) = p~r@a L pm,

Or:

max (dp (x, ), dp(y,2)) =max(p™™, p™") = p~"
car m < n.

Finalement :

p " >dpy(x,2)
Définition 6.18 : (Anneau des entiers p-adiques)

On note Z, le complété de (Z ), dp).

ﬁ, est appelé anneau des entiers p-adiques.

Propriété 6.19 : (Prolongement des opérations de Z ) a Z )

Les opérations de Z ) se prolongent par continuité a Z.

Preuve :
Soitx€ Z,.

Il existe une suite (x,) ,en d’€léments de Z ) telle que :
x= lim x
n—+oo n
De méme, pour y € Z,, on écrit y = lim avec ¥, € Zy).
pouryeZp y=,1m Yn Yn& Z£p)

On définit les opérations par passage a la limite :
X+y= nl—i»IPoo(xn +Yn)
et
%oy = Jim (% yn)
Ces opérations sont bien définies car pour toutes suites (x},) et (y},) convergeant vers x et y respectivement, on a :
/ ! . / !
Up (xn +¥n— (xn +yn)) = mln(vp (xn_xn)’ Up (J/n _J’n))
donc par I'inégalité ultramétrique :

dp (xn + J/n»x/n + y'n) < max(dp (xn,x;,) ) dp (J’n»y/n))

E qui assure que la limite ne dépend pas du choix des suites.

Propriété 6.20 : (Densité de Z dans Z )
i(Z) est dense dans (Z, d,,).

On ales inclusions denses :

(Z)ycZp<Zp

L
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Preuve :

Il suffit de démontrer que i(Z) est dense dans Z ).
Soitx€ Z(p) ete > 0.

Il existe ne Ntelque p~" <e.

On écrit x = (a, s) avec s€ S=Z\ pZ.

Donc p+ts, donc PGCD(p, s) = 1 et PGCD (p”,s) = 1.

D’apres le théoreme de Bézout, il existe (A, i) € Z? tels que :
A-ptp-s=1

Posons ay, =a-pue”Z.

Alors :

=i(p"-(A-a,s)

Donc x —i(ay) € i(p)"Z ).

Ainsi x—i(ay) =0 ou v, (x—i(ay)) > n.

Donc d, (x,i(au)) =0oudy(x,i(a,)) <p™" <e.
Finalement :

dp (xilay) <€

avec i(ay) € i(2).

Donc i(Z) est dense dans Zy), et par transitivité dense dans Z,,.

Propriété 6.21 : (Structure d'anneau de 7 )

Z, est un anneau integre local principal.

Preuve :

(») Anneau integre :
Zp, est un anneau commutatif unitaire car il est le complété d’'un anneau commutatif unitaire Z ).
De plus, Z,, est integre car si x, y € Z, sont non nuls, alors v, (x) < +oo et v, (y) < +o0, donc vy (xy) = vp(X) + vp(y) <
+00, ce qui implique xy # 0.
(») Anneau local:
Lidéal maximal de Z), est pZ,,.
En effet, tout élément x € Z,, tel que v, (x) = 0 est inversible dans Z,.
Donc les éléments non inversibles de Z,, sont exactement ceux de valuation v, (x) 2> 1, c’est-a-dire pZ,.

(») Anneau principal :
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Tout idéal de Z, est de la forme p"Z,, pour un certain n € N.
En effet, soit / un idéal non nul de Z,,.

On pose n=min{v,(x) | x€ I, x #0}.

|:I Alors I=p"Z,,.

Définition 6.22 : (Corps des nombres p-adiques)
On note Qp, = Frac(Z,,).

LQ,I, est appelé corps des nombres p-adiques.

Propriété 6.23 : (Inclusions des corps p-adiques)

On a les inclusions :

Q = Frac(Z) = Frac (i(2)) c Frac(Z,) = Qp
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Chapitre 7

Corps

Définition 7.1 : (Morphisme canonique de Z dans un corps)

Soit K un corps (pour le moment, éventuellement non commutatif).

On appelle morphisme canonique de Z dans K 'application ¢ : Z — K définie par :
n

Y lg=1lg+-+1g sin>1

k=1

N———
n fois

P =14 ox sin=0

—n
—(p(—n):—ZIK sin< -1
k=1

L

Propriété 7.2 : (Propriété du morphisme canonique)

Lapplication ¢ est un morphisme d’anneaux unitaire.

Propriété 7.3 : (Noyau du morphisme canonique)

Le noyau Ker(¢) est un idéal de Z.
11 existe donc a € N tel que Ker(¢) = aZ.

De plus, comme ¢(1) = 1x # 0k, on a 1 ¢ Ker(¢), donc a # 1.

Propriété 7.4 : (Structure du quotient)

On al'isomorphisme :

Z —_
a? Ker(¢)

~Im(p) =K

Limage Im(¢) est un anneau integre contenu dans tout sous-corps de K.

Les seules possibilités sont :

a=0 ou a=pavec p premier

L

Définition 7.5 : (Corps de caractéristique nulle)
Si a =0, alors Ker(¢p) = {0}.
Le morphisme ¢ : Z — K est injectif et Im(¢) = Z.

On définit le sous-corps :

Koy =

{(p(a)
@(b)

(a,b) € 7%, b#o}

Alors Ky est un sous-corps de K isomorphe a Q.
K est le plus petit sous-corps de K.

On dit que K est de caractéristique nulle et on note :

Char(K) =0

L
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Définition 7.6 : (Corps de caractéristique p)

Si a = p est premier, alors :
Ko =1Im(¢p) z
=1m o~ —_—
0 ¢ 7

est un corps (car Z/ pZ est un corps).
Ky est le plus petit sous-corps de K (et Ky est commutatif).

On dit que K est de caractéristique p et on note :

Char(K)=p

L

Propriété 7.7 : (Caractéristique et sous-corps)

Soit K un corps.
(» SiChar(K) =0, alors K contient un sous-corps isomorphe a Q.

() SiChar(K) = p (premier), alors K contient un sous-corps isomorphe a Z/pZ.

Propriété 7.8 : (Caractéristique d'une extension de corps)

Soit L un corps et K un sous-corps de L.

g‘ors Char(K) = Char(L).

Preuve :

On ales inclusions :
KocKcL
et
Lo c Ky <Ky

donc Ly = K.

Ainsi, K et L ont le méme sous-corps premier, donc la méme caractéristique.

Exemple :
Le corps Q,, des nombres p-adiques est de caractéristique nulle :

Char(Qp) =0

(=
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Chapitre 8

Polyn6mes cyclotomiques

Définition 8.1 : (Corps algébriquement clos)
Soit K un corps.

On dit que K est algébriquement clos si et seulement si tout polynéme de K[X] de degré > 1 admet au moins une racine
dans K.

Cela équivaut a dire que tout polynéme de K[X] de degré > 1 se factorise en :

AX-ay) - X—ay)

avecAeKetaq,...,a,€K.

Exemple :
() C estalgébriquement clos (théoréme de d’Alembert-Gauss).

(» Pour tout corps K, on a K c K o1 K est la cloture algébrique de K.
|:|® R=C.

Propriété 8.2 : (Racine multiple d’'un polynéme)
Soit Pe K[X] eta € K.

a est une racine au moins double de P si et seulement si :

P@)=P(a)=0

Si P et P’ n’ont pas de racine commune, alors toutes les racines de P sont simples.

Définition 8.3 : (Polynomes cyclotomiques)
Soitn > 1.

On appelle n-iéme polynome cyclotomiquele polynoéme @, (X) défini par :

o,(X)= [] X-0O
{ racine
primitive
n-iéme de 1

Ona®,(X)eC[X]et:

n 2ikn
e,0= [ [(x-e™)
k=1
E PGCD(k,n)=1
Exemple:
O (X)=X-1 Oy (X)=X+1
O3(X)=(X-HX-jH=X2+X+1 D X) = X2 +1
O5(X) =X+ X3+ X2+ X +1 Dg(X)=X?-X+1
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Théoréme 8.4 : (Polyndémes cyclotomiques a coefficients entiers)
Pourtoutn>1,ona

D, (X) e Z[X]

Preuve :

On procede par récurrence forte sur .
Initialisation: Pour n=1,ona ®;(X) = X -1€ Z[X].
Hérédité : Supposons que pour tout k < n, on a P (X) € Z[X].

On a la relation :

[TeaO =TT [I &x-0= [] x-0=x"-1
din d|ln (racine {tqd"=1

primitive

n-ieme de 1

car les racines n-iemes de 'unité sont simples.

Donc:

X"-1=[]@() = | [] ®a(X) |- ©u(X)
dln ‘;iln
<n

OrX"-1eZ[X]et H ®,4(X) € Z[X] par hypothése de récurrence, et ce polyndme est unitaire.
din
d<n

_Blonc D, (X) € Z[X].

Théoreme 8.5 : (Théoréeme de Wedderburn)
@ut corps fini est commutatif.

Preuve :

Soit K un corps fini.

(D Structure du centre de K :
Le sous-corps premier Ky de K est isomorphe a Z/pZ pour un certain nombre premier p.
On note |K| = p™.

On définit le centre de K par :
Z(K)={xeK|(VyeK), x-y=y-x}
Z(K) est un sous-corps commutatif de K contenant Kj.
Onnote |Z(K)|=qg=p" avecr > 1.
(@ Centralisateurs :
Pour tout x € K, on définit le centralisateur de x dans K par :
Cx(x)={yeK|xy=y x}
Ck(x) est un sous-corps de K contenant Z(K).

(3 Structure d’espace vectoriel :

K est un espace vectoriel a gauche sur Z(K).
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Si on note n = dimyx, (K), alors :
IKI=1Z&)|" = q"

De méme, K est un espace vectoriel a gauche sur Cg (x).

Si on note my = dimc, (v (K), alors :
IK| = Cx (x)|"™*

Et Ck (x) est un espace vectoriel a gauche sur Z(K).

Si on note d, = dimz k) (Ck(x)), alors :
|Ck ()] = 1Z(K)|% = g%
On en déduit que :
q"=(q%)" =gt
donc
dy-my=n

Formule des classes :

On suppose n > 1 (sinon K = Z(K) est commutatif).

On considere I'action de K* = K \ {0} sur lui-méme par conjugaison: y-x=y-x-y '

Les classes de conjugaison sont les orbites de cette action.

Soit {x1,...,X4-1, X4, ..., Xs} un systeme de représentants des classes de conjugaison de K .
Les éléments de Z(K)* = Z(K) \ {0} forment des classes de conjugaison a un élément.
Ona Z(K)* = {x1,..., Xq-1}.

Pour ¢ > g, la classe de conjugaison de x, a pour cardinal :

K| _ 1KMo g"-1
ICk+(x)l  ICk(x)\{O} g% —1

La formule des classes donne :

S n
-1
q"-1=(@g-1D+ ) Z
(=g q 7 ~1
Or dy, divise n et dy, < n (car x¢ ¢ Z(K)).
Utilisation des polyndmes cyclotomiques :
On a la factorisation :
qg"-1=[[®a@
din
Et pour chaque ¢ :
q" -
iy 1 ®a@
q e —1 din
dfdy,
n _ 1 S ql’l _ 1
Donc ®,(g) divise chaque terme — etdivise donc g" —-1- ) _ 7 =qg-1.
qe-1 (=g q " —1

Ainsi ®,(q) divise g — 1.
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(6 Contradiction:

Or:

[Pnd|= T[] la-¢|

( racine
primitive
n-ieme de 1

Pour chaque racine primitive {, ona |{| =1, donc:
la—=¢|>q-1¢1=q-1
De plus, deg(®,,) = ¢(n) > 1 (ou ¢ est la fonction indicatrice d’Euler).
Sin>1,alors ¢(n) > 1 et il existe au moins une racine primitive ¢ # 1, donc |q - C| >q-1.
Ainsi :
|@n(q)|>q-1
Ceci contredit le fait que ®,(q) divise g — 1 (car |<Dn(q)| >qg-12>21).

Donc I'hypothese n > 1 est fausse.

Ainsi n =1, ce qui signifie K = Z(K), donc K est commutatif.
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